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Цредгопор 


Ц много случаи опи< лпи<чп, анали пл и изучаването на ре¬ 
ални ( ис н*ми ( с осмци ищца успешно и сравнително просто с 
( чика ма графите. Но точно тома изучаване е смъркано с на¬ 
мирането ма структурни и числоми характеристики на обекти 
()1 н‘о|)ИИ на 1 рафи Iо. Паглодносгга на теоретико графовите 
( ] руктури позволява, па естествен и достъпен език ефективно 
;1 д ( <> формализират и решавал достатъчно сложни приложни 
задачи. 

(’ езика па теория ма I рафи и* успешно се описват проблеми в 
икономиката, автоматизираното управление на производството, 
планирането, гражданското и военното строителство, проекти¬ 
рането на съвременни изчислителни системи, елоктротехпиката, 
квантовата 'теория па полето, генетичните системи и други об¬ 


ласти. 


Предложената книга е адресирана към читателя, интересу- 
иащее от приложния характер, изчислителните и алгоритмични 
аспекти на теория на графите. 

В първа глава са дадени някои класически резултати и ал¬ 
горитми от тази теория, като основно е разгледан въпросът за 
съществуването на тези алгоритми, без да се обсъжда и комен¬ 
тира тяхната сложност. 


Във втора глава са дадени важни и перспективни алгорит- 
мически методи в теория па графите и мрежите, като се отчита 
тяхната ефективност. Целта е да се формира у читателя цялос- 
иа и логически стройна представа за алгоритмите, свързани с 

анализа па графи. 

Съдържанието в края па книгата дава подробно описание на 
проблемите, разгледани в нея. 

Чисто приложният характер на тази книга обяснява липса 
та на излишна математическа строгост и формализъм на някои 
«нста, което я прани интересна и достъпна за широк кръг чита¬ 
тели — студенти, икономисти, инженери, математици, ипфор- 
Ч&ТИЦИ и др. 

Изложеният в книгата материал автор ьг използва като ос 
И0 "ана лекционните курсове "Теория на графите и Оптш- 
*ациощ|и алгоритми » графи и мрежи", предназначени за сту- 

*тпи от специалностите математика, физика и х университет 
{^рматика и стопанско управление в Ююза 
Ноофит Рилски” — Благоевград. 
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Глав а 1 

гр о0 рия на графите. Алгоритмичен! подход 

I I Основни понятия н теория на графите 


\|цо 1 'о граисмортпи. ра П1р<\дели голни задачи, задачи «а и * 
па оптимални маршрути или разположение на центрове «а 
0 ^ ) ' 1 \'Жнапе, шдачи. «пърдиш < и и опише на оптимални I ра 
, и разписания, се описна I « «пика на |рафин' и мрежите. 
11 ай с ) 6пи ) казано, р«'дица фижчески. химически. икопомич«'« ки 
! \- 1 П)анл(’ПСКИ сис теми успешно се иптернре I ирач и и «следва 1 
шория на графи те. 

р много случаи тези задачи са линейни лин«'йпа е както це 


чевата функция, така и нсяко от ограниченията, което о шамана. 

, Г( л са решими с методите на линейното оптимиране. Реални 
те задачи ( тези, които достатъчно пълно отразяват действител 
постта) обаче са с твърдо голяма размерност. поради което се 
налага да се търсят ефективни и гъвкави алгоритми по отноше 
ние изменението на изходните данни. Теорията на I рафито дава 


добри възможности за това. 

През 1736 I'. Леонард Ойлер публикува първата работа гю 
теория на графите в Санкт Петербург, свързана с популярната 
задача за Кьонигсборгските мостове. 

Кьопигсберг (Калипииград), намираш се Ю1ава в И почна 
Прусия, бил построен на мястото на сливането на две реки и на 
два острова. Островите били съединени помежду «и и < бре¬ 
говете па реката чрез седем моста, какю е показано на черт. 
1 . 1 . 


с 



Черт. 1.1 

Чт>ц ре и*'!,т бил, може ли жител на града, трь 1 вайки о I до 
'''* < И (кой да е от четирите участъка от сушата .1, И. ( , I)) 
Да премине по всеки от седемте мос та точно по веднъж и да се 
И| >рно у дома си. 





ПТ*ВЯ <■«*** 


<1 

ЦМП!Ч- 


, . , Течния пп ,рпфит> Ляюрпт* . . инч, 

' _„___ _ _ _ _ _ ^ " 


-Ч!1и*4Ш'. «г- 


111и;1 , я , а китайския пощальон, кс.й 
Такъв род салами ,ал алр оги, раснас яйки пис мата 

то |рябвало ла промимо по - ^ (>|| й ^ Г( . „„рис та*, ос 

така че изминатият П1Д л ча , а мостоноге; «влача га 

м.жто «’ 1 |П' 1 нал; Оилсро « < всичви ребра па дод, 

ма ' илям Хамилтон .а '° г "м.» веднъж, поставят м„ 

каедьр. минаваики пр< 1 им п) афите. 11ре> миналия век 

чалого ма ра.. на теория на , рафи . ^ Р гвъ , |а( . 

ра (пит ието и "ярния с троеж на веществата, како, 

Г^жГтТа ГлоктТиСЖериги и с хеми Пос ледните Г,« 

Голини на XX век рен ..го на оптимизационни задачи в I ра 

,и Г мр^и получеша широко ра житие, обусловено от масоне,, 

ишолчнано на мощни компютърни гис юми. 

Какво е тона граф! Графът е съвкупност от две групи елемеи 

ги гонки (върхове) и линии (ребра), съединяващи някои двоики 
•очки Най-често точките се изобразяват в равнина, а линии 
го (а прави, без това да е задължително. Пие ще разглеждаме 
графи, н които множеството V от върхове и множеството Л о: 
ребра са крайни. С други Д}'ми. ако 

V = {г’ 1 , е 2 ,г п } е множество от върхове и 


А = {(г,,г,)|»| Е Г, г ; Е Г} е множество от ребра, 

съвкупността С - (\',Л) ще наричаме неориентпиран граф При 
това ако елементите на множеството А са наредени двойки (г*,, г 
I раф ът ще наричаме ориентиран , а елементите на множество го 
А ще наричаме дъги На определеност по-нататък с (7 — 

и (м — (\ , Е) ще бележим съответно неориентиран и ориентиран 
I раф. 

ПРИМЕР 1 1 
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I Осиовгш т>нмтим н шсо/тн на /рп^ш пг 


В пример 1 I са изобразени неориснтиран (нляпо) и ориен- 
гираи граф (ндисио). Върховете »>) и я 2 се наричат краища на 
ребро го, респек гпнно па дт»гата (^ 1 , 1 * 2 ). Върховете щ и е 2 се 
наричат съответно начален и крагн врях на дъгата. Когато на¬ 
чалният и крайния т нръх на дъгата съвпадат, дъгата се нарича 
още примка 1 акана е дъгата, гд па ориентирания г раф п горния 
пример. 

Ако в един ориентиран граф игнорираме посоката на дъги- 
го. те получим съответен неориентиран граф — неориентпиран 
дубликат, двойник. 

Клин нръх и една дъга (ребро) ще наричаме инцидентни , ако 
върхът се явява начален или краен за дъгата (край на реброто). 

Когато два върха я,, я ; са съединени с повече от една дъ¬ 
га (ребро) (г,,я 2 ), дъгите (ребрата) се наричат паралелни и се 
обозначават с помощта на индекси. Например 



Графите, в които съществуват паралелни дъги (я,,я ; ), обик¬ 
новено се наричат мултиграфи и се явяват някакво обобщение на 
понятието граф. Ако най-големият брой паралелни дъги е 5 , то 
графът се нарича з-граф. Очевидно графът без паралелни дъги 
е 1 -граф. 5 -графите описват реални физически, управленски и 
други системи. Например в електротехниката, изобразяването 
нл електрическите вериги почти винаги се явява з-граф зара¬ 
ди възможността паралелно да бъдат включени няколко елек¬ 
трически компоненти. Н системите с гарантирана надеждност 
пръчките между най-важните възли (устройства на системата) 
често са най-малко дублирани. Такива системи се описват с 
графи. 

Ъве дъги фсГора; се наричат съседни дъги (ребра), ако са инци¬ 
дентни с един и същ връх на графа. 'Такива са например дъгите 
(ребрата) и е<\ от пример 1 . 1 . 

Лна върха се наричат съседни върхове , ако съществува дъга* 
(ребро), която ги съединява. "Такива са върховете г »1 и е 2 от 
пример 1 . 1 . Върховете х>\ и Я 5 не са съседни. 

Ориентираният граф може да се опише като се зададе мно- 
Жест »о V (от върхове) и релация Т, дефинирана във V, която 
показва как са свързани върховете. В този случай графът се 
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Гл.1. Теория ни графите. Ллгоушпмииги .„ 


'» Г) 


обозначава като двойката О = (V", Г). 

_ , 1 1 V = [п\ , У-1, У'Л, ТМ, И 

За ориентирания граф от пример А - А ’ _ , 1 . IV , 

г(»0 = Ь>; г( ? ) = {*,«.}; 

{г? 1 , г> 5 ^, където Г(в,) са върховете, я 

с начало в,. смесен (има и дт.ги и [.<•(, 

Когато графът е пеориентира опиентиран граф, нолу 

ра), релацията Г задава еквивалентс ебро с двойка про 

чаващ се от изходния чрез замяна на всяко ре I 

тивоположни дъги. множеството върхов.. „, 

Обратната релация Г (М 3 ^Д 3 гра фа от пример I ] 

за които в <3 съществува дъга (».>».К ° 
например 

г-(в 1 ) = Ь}; г-М = 0; г-‘(**) = Ь-**) и г - "■ 

Очевидно ако графът е неориентиран, за всяко V, 6 V 

Г _1 (»0 = г (”0- 

Когато V, = {«.,*, М * множество от върхове, под Г(Ц), с« 
разбира 

г(в,)иг(в 2 )11...иг(в,). 

Освен това с Г*(в.) се бележи Г(Г(в,)), с ^(в.) се бележи 
Г(Г(Г(г,))) и т.п. Аналогично се въвеждат означенията г). 

Броят на инцидентните с върха в, дъги (ребра) се нарича 
стенен на в 5 рта в, и се бележи с «*(*). Дъгата (в„в,) се нари 
изходяща за върха в, и входяща за върха V, (излизаща о > 
ха в, и влизаща във върха в,). С <Г(в.) ще бележим броя I 
входящите дъги за в„ а с й+(в,) - броя на изходящите за . 
дъги. Тези числа се наричат съответно полустепен на вхоо 
полустепен на изхода на върха. 

Върховете със степен 1 се наричат висящи върхове на граф а - 
а върховете със степен 0 се наричат изолирани върхове. 

От дадените определения очевидно следва верността на сле, 
и и те твърдения. 










п0Н ягпия в теория графите 


й ТЕОРЕМА 1.1. Ако С = (V, А) е произволен неориен- 

тирм 1 гр а Ф> то - 

^ ^ (1(и г ) = 2т, където т е броят на ребрата; 

б) броят па върховете с нечетна степен е четно число. < 


Н пиостта па а) очевидно следва от факта, че всяко ребро е 
дентио с точно два върха. Подточка б) следва от а), като 
нземем предвид релацията 


( 1 . 1 ) 


^ (1(у г ) = ^ 


г=1 


г — 1 


г—к -\-1 


където с VI, п 2 ,..., Ук сме обозначили върховете с четна степен. 
Очевидно, щом сборът и едното събираемо в (1.1) са четни, то и 


П 


другото събираемо д(у;) е четно. Тъй като всички 


членове 


г=А:+1 


па тази сума са нечетпи числа, то броят на събираемите в тази 
сума трябва да е четно число, което и трябваше да обосновем. 
В случай на ориентиран граф С = (У,Е), очевидно имаме 

1. (1(у;) = с1+(у{) + (1 (г г ); 

2. Е л„,, = V б~(у г ) = т, където т е броят на дъгите. 




у х $У 


0' г принципа па Лирихле ”ако п + 1 предмета тря тр 

п °сгавят в п чекмеджета, то в поне едно чекмедже ще и 
' / ® а предмета” следва верността и на следното твърдение. 


» ТЕОРЕМА 1.2. Във всеки прост граф О (без паралел¬ 
ки дъги (ребра) и примки) съществуват попе ва р 
озрха с една и съща степен, т.е. съществуват V, и V,, за 

к °ито д(у.) = Л(и 3 ). 
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Гл.1. Теория на графите . Алгоригпми 1 еп_ подход 


Доказателство: Ако всички върхове на 
изолирани или попе два върха са изолирани, тв >р ^ на брой — 
но. Нека пеизолирапите върхове на графа О са.п х е ЧИСЛо 

VI, ^2,..., и п , у п+1 . Степента па всеки неизоЛа^ 1ирих л е следва) 

от множеството { 1 , 2 ,..., п}. От прш п съша степен. « 

че поне два неизолирани върха ше имат едва и 

___1 

Нека «2,..., ®»> г '"+ 1 „ е и "аме 3 всяка последователност 
от върхове. Нерига ще наричаме 

ОТ ДЪГИ «1, <*2, •••» ап ’ 3 

а,- = (»<,»(+!) или а ‘ = _ ^ 2 ’ 


т е. краища на дъгата а, се явяват * 0 веригата), 

хът г >1 се нарича начало па р в€ г )ига та (краен връх на вери- 

а върхът ®»+1 се ^Р"/\ГверСата съединява началния 
2ата> >. Понякога ще казваме, че к 

връх с крайния. веригата се разбира броят на 

Под дължина ( мош ^ {ОС ^ о прие мем, че всички дъги са с дъл- 
участващите в пея дъ ’ дъгите ще въведем попятието 

—«й »” г, ° <да, ”“ ) "* 
веригата. 

ПРИМЕР 1.2. 


6 



В пример 1.2 дъгите а, /?, 7 образуват верига с дължина 
която съединява върха а с върха б/. 















] Основни по нятия е теория па 


граф 


ите 
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Верига, за която п г = (г>,, ?; 1+ 1) за всяко г = 1 , 2 ,..., тг, 
се нарича път (ориентирана, верига). Понятията дължпи- 
па на път, начален и краен връх се определят както при 

верига. 


ТТапоимер дъгите а, 6 определят път с дължина 2, свързващ 
пха а с върха д. Ясно е, че според дадените определения 
В геки път е верига, но не всяка верига е път (е ориентирана). 
Например дъгите 7, / 3 , а са верига, по пе са път между върхо¬ 
вете д и а. 


Контур се парича верига, на която началният и край¬ 
ният връх съвпадат. Под дължина па контура се разбира 
дължината на съответната верига. 

Цикъл се нарича път, на който началният и крайният 
връх съвпадат. Под дължина па цикъла се разбира дъл¬ 
жината па съответния път. 


1 Ясно е, че всеки цикъл е коптур, но не всеки контур е ци¬ 
къл. Например дъгите 6 , 7 , /? от последния пример обра¬ 
зуват цикъл с дължина 3 , който в същото време е и контур. 
Дъгите а, / 3 , у образуват контур с дължина 3 , които не е 

цикъл. 

2. При изчисляване на дължината всяка дъга се отчита то 
кова пъти, колкото пъти тя влиза в дадения път. 

Една верига, път, контур или цикъл се наричат просиш* ако 
пито един връх не е инцидентен с повече от две дъги 
Думи, ако веригата, пътят, контурът или цикълъ 
ц ътре в себе си контури. т ^ппост 

При неориентирани графи ще използваме пон аналогичен 
път) И цикъл (прост цикъл), които по естествен и аналогичен 

начин се дефинират. 

В Различните литературни източници ^^^сиовиото'понятие е маршрут 
; иц на. Например в [3] при неориентирани графи основното поя * верИГ ^ 

При иас — път). Маршрутът с различни ре ра съш1а да с нашето прост 

с Различни върхове — път, т.е. тяхното понятие пьт съвпада 

Пьг В [2] терминологията е трета и т.н. 














№ иеориеитирапи графи вместо път ще употребяваме и гер- 
липа маршрут. 

ПРИМЕР 1.3. 
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В пример 1.3, дъгите е\, е 2 , ез, е$, е§ образуват цикъл 
с начален и краен връх , по този цикъл не е прост, тъй като 
върхът г>2 е инцидентен с повече от две дъги, т.е. вътре в този 
цикъл се съдържа цикъл. 

Цикълът, образуван от дъгите ег, ез, е^ ) е прост цикъл. Пъ¬ 
тят е ь ег, ез, е\ не е прост път, тъй като съдържа в себе си 
цикъл. Пътят б \, ег, ез е прост път. 

ЗАДАЧА 1.1. Изобразете графично проста верига и верига, която не е та¬ 
кава. 


1.2. Видове графи. Подграф. Операции с графи. 
Дървета 

Вече споменахме, че прост граф това е граф без паралелни 
дъги (ребра) и примки. 

Когато за всяка двойка върхове съществува ребро инцидеи- 
тно с тях, графът се нарича шлеп. Бележи се с К когато 
графът е неориентиран с п върха. 

Понякога на всяка дъга (ребро) на графа С се приписва (съ¬ 
поставя) число, наречено ”тегло”, ”дължина”, ”стойност”, ”Ч е ' 
на” на дъгата. Приписаните на всяка дъга (ребро) числа мо¬ 
гат да са няколко и освен на дъгите (ребрата), съответни чис¬ 
ла могат да бъдат съпоставени и на върховете. В различните 







, ц и до вс графи^ Нодграф . Операции с графи . Дървета 


13 


с лучаи, в зависимост от естеството на задачата се употребява 
най-близката по смисъл дума. Например при търсене па ми 
„ималии (най-кратки) пътища, теглото на всяка дъга наричаме; 
” дъл оюина на дъгата . 


Граф, чийто дъги (ребра) или върхове имат съответ¬ 
ни тегла, се нарича мрежа. 


Най-често теглото па дъгата (г г ,г^) ще бележим със с(и г ,У 3 ), 
С Х] или с(е к ), където е к = (г?,-,г;,), както и с ф; г , и,), р{и { ,и 3 ). 

Ако р е някакъв път, например път от дъгите С1, 
под тегло (дължина, стойност, цена) на пътпя р се разбира най- 
често сумата от теглата (дължините, стойностите, цените) с(е г ) 
на неговите дъги, т.е. 


с (?) = 

е,е р 


Ще припомним, че когато става въпрос за броя на участва¬ 
щите в даден път (или верига) дъги, ще употребяваме термина 
мощност на пътя. Исно е в кои случаи дължината на пътя съв¬ 
пада с мощността. 

ЗАДАЧА 2.1. Вярно ли е твърдението ”Един граф е свързан тогава и само 
тогава, когато няма изолирани върхове”? 

Отг.: IIе (вж. пример 2.3 б). 

ПРИМЕР 2.1. 



а) б) “) 


Изобразените в пример 2.1 графи са пълни, следователно и 

свързани. 

Неориентиран граф, в който за всеки два върха съществува 
Път , който ги свързва, се нарича свързан граф. 



















I 


и 


1'л.Е Теория и а щрафитс. /1 лгоритмнчгн 1100, , п) 


Ориентиран граф, на кой и» гъотно|нии1 му поори* н I ир,, ( , 
дубликат о свързан, се нарича спяр.шн ориентиран граф, \ , 
ориентиран граф, и кой то «а всеки два върха. < 1 ,ип < 1 вува м» 
рига, която I и свър та 

Граф, който по съдържа цикли, го нарича ацикличеп. 

Граф, кой то има один връх, го нарича триаиал< н 

Графът (7 = (V, А) го нарича еднороден (регулярен), ако и и, 
го всички върхово имат еднакви стопени. Пълния'/ \ раф /\ п , 
(и - 1) однородон. 

По-късно що разгледаме и други видово гноциалми г рафи 

биполярни,ойлорови, хамилтонови и др. 

Поради очевидната връзка между ориентиран / раф и двуч 
лепна релация, дефинирана в множество Г, но ог /ос. тен пь/ 
въвеждат понятията рсфлсксипсн граф) (за всеки вр'ьх има. прич 
ка), симетричен граф) (за всяка дъга съществува противополож¬ 
на), ашписимстричсн граф) (няма противоположни дъ/ и и прич 
ки) и гпрап.ттивси граф) (ако има ориемггирап път от л, до у; ; . 
дъгата (г,,?> ; ) € /?). 

ПРИМЕР 2.2. 


г 


а) 


6 ) 


ни. 


Изобразените в пример 2.2 графи са свързани, по но са нъл 


ПРИМЕР 2.3. 




0. 


т 




г»1 г 2 

а) 


«4 


Щ 1>Н 


1*5 Ьу 


Г>) 


«9 
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Изобразените в пример 2.3 а) и б) графи ие са свързани (са 
•свързани), защото няма верига, свързваща върха 7Л( с «з, как 
” 0 пя ма верига, свързваща и 5 с 

Всеки граф С може да се разглежда като някаква съвкуп¬ 
ност от свързани графи. Тези графи се наричат компоненти 
ла дадения граф. (Свързаният граф може да се разглежда каго 

еднокомпонентен.) 

ЗАДАЧА 2.2. Кои са компонентите на графите от пример 2.3. 

Графът О = (V, Л) се нарича 2 -хроматичеп (биполяреп), ако 
множеството от върхоте му V може да се разбие на две подмно¬ 
жества У\ и К 2 , такива, че У\ П К 2 — 0 , У\ У1 К 2 = V и всяко ребро 
съедипява връх от У\ с връх от У 2 (никои два дърха от едно и 
също У г не са съединени с ребро). Класовете У\ и К 2 се наричат 
хроматични класове. 

По естествен и аналогичен начин може да се дефинира г- хро¬ 
матичен граф при г > 2 (направете го). 

Биполярните графи ще бележим обикновено с О — (У1,К 2 ,Л) 
или 0 = (У\ У К 2 , А). 


ПРИМЕР 2.4. 


Ух у 2 



У 



. Графът С 1 от пример 2.4 е 2-хроматичен (биполяреп), а гра- 
^ Ъг ^2 е 3 -хроматичен. 

Д ко в простия биполяреп граф С с класове ( У \, У2 ), за всеки 
и Р ьх е У { и 6 У <1 съществува ребро (г;,-, V,), то графът С се 
















т{ ако У\ има т 

нарича пълен биполярен граф и се означав 

върха, а У 2 има 5 върха. пп машинен граф (направо- 

Аналогично се дефинира и пълен - Р г -хроматични графи 
те го). Графите от пример 2.4 не са 

(Г Биполярните графи имах някои 

Т ерни само Р ™ Т ях ? Това в много случаи 0 блеми , които 

пение при решаването на решша характеризацш, па 

се описват с такива графи. ШеДД 
понятието биполярен граф. 

г ^ ^ 17102(18(1 

»»тхг:;=г»«— *'«“• 

н *“ 0 = <м ' 

лярен граф с класове X и У , т. . 

X 1 )У = V и X П К = 0- 

Ла допуснем, че съществува^къ л с ^ еч ^™ а ^ следва щ И - 

» принадлежи и. 

ят връх (вторият връх; ш ди ^ Следователно вър- 

»*. *»■ 1 

четни номера - на К. Допускането, че съществува цикъл с не¬ 
четна дължина означава, че върхът т, които по предположение 
беше от X, трябва да принадлежи па У , което е невъзможно. 

ДостатпъчностЩ : Нека сега в графа О не съществува цикъл 
с нечетна дължина. Ла си изберем върха т* и да го маркираме 
с Ла изпълним следната итерационна процедура. 

Взимаме вече маркирания връх и маркираме всички вър¬ 
хове от множеството Г(я,-) със знак, противоположен на този, с 
който е маркиран х г . Изпълняваме тази операция, докато или 


(*) всички върхове са маркирани и то така, че всеки два съ¬ 
седни върха са маркирани с противоположни зпаци, или 

(**) някой връх, например Х { к , който вече е маркиран с един 
от знаците, може да бъде маркиран от друг връх със знак про 
тивоположен на този, който вече има, или 

(***) за всеки маркиран връх я,-, всички върхове от множес¬ 
твото Г(х{) вече са маркирани, но съществуват все още немар- 
шрапи върхове. 


2. Нш)оос графи. Пп()граф. Операции е графи. Дврвста 17 


И случая (Ч ж ички върхово, отбелязани с отнасяме към 
множеството А, а отбелязаните (маркираните) с ” —” към мно¬ 
жеството У . Очевидно в 'готи случай графът е биполярен. 

Н случая ( + + ) върхът х Хк трябва да бъде маркиран с ”+” в ня¬ 
кой път (маршрут) ц |, състоящ сс от върховете х г ,, х, 2 , х 1к , 
като шаците ” } ” и съпоставяни на тези върхове при дви¬ 
жение но маршрута />\ (от върха х и кт,м върха х 1к ) образуват 
редуваща се последователност от плюсове и минуси (или обрат¬ 
но). Аналогично върхът х 1к ще бъде маркиран с ” — ” в някой 
маршрут / 1 * 2 . Нека х* е предпоследния (последен е х 1к ) общ връх 
па маршрутите; //,( и //- 2 , както е показано на чертежа долу. 




Ако върхът х* е маркиран с ” + ”, то участъкът от х* до 
х 1к в //, ще бъде четен, а участъкът от х* до х 1к в /г 2 ще бъ¬ 
де 1 нечетен. Ако върхът х* е маркиран с ” - ”, то участъкът в 
маршрута //,| ще бъде нечетен, а в /х 2 — четен. Следователно, 
цикълът, състоящ се от участъка (х* - х 1к ) на и съответния 
участък (х 1к -х*) на /у , 2 има нечетна дължина. Това противоречи 
па предположението, че графът С не съдържа цикли с нечетна 
дължина, т.с. случай (* + ) е невъзможен. 

Случай (* * *) означава, че между маркиран и немаркиран 
връх не съществува ребро. Тогава графът се разбива на две 
или повени; части, всяка от които може да се разглежда отделно. 
С други думи, отново ще стигнем до случай (*), което доказва 
верността на теоремата. ^ 

Ше дадем няколко определения в неориентиран граф, които 
по лесен и естествен начин се въвеждат и за ориентирани графи. 

Пека (7 = (Г, Л) е граф. Графът С = (Г',Л') се нарича подг¬ 
раф) па (7, ако V 1 и А! се явяват съответно такива подмножества 
па V и Л, че реброто (и,-,г^) принадлежи на А', само когато г», и 
V^ принадлежат на V' . 

Графът (!' е собствен подграф па С , ако множествата V' и А' 
са собствени подмножества съответно на V и Л. 

Понякога, това, че С е подграф па графа С ще бележим с 

(V с а. 






Гл.1. Теория на гра фите. Алгоритмичен подход 


Цока (! = (К/1) о и роизволеп граф. Пека V С V и А' о 
множеството роОра па графа, които са инцидентни само 
„ърхопо от V" Графът С = Ц',/) се нарича подграф 
1ш /рифа (<, породен от огрюшпи I 


Г‘2 Г в Г 5 У 5 



Р 2 ?; 5 



На черт. 1.2 а) и 6) са изобразени съответно граф О и пол- 
графа 6", породен от върховете V 7 = {^ 2 , г 3 , « 4 , г 5 }. 

По естествен път се дефинира и понятието подграф, порода 
от някакво множество от ребра. 


Нека С - (V,/ 1) е граф. Нека А! С /1 и V' е множеството 
от върхове па графа, инцидентни с ребрата А'. Графът 
С — {V. А') се нарича подграф на С, породен от ребра¬ 
та А'. 


Па черг. 1.3 е изобразен нодграфа, породен от множество го 
дъги ТА - {г 2 ,е.ъ на графа от черт 1 2 а) 




























Черт. 1.3 

Подг раф Ь1 (г се нарича максимален подграф на С по отно¬ 
шение па някакво свойство Р^горегЬу}, ако С притежава това 
свойство и не се явява собствен подграф на никой друг подграф 
на 0 , притежаващ това свойство. 

По аналогичен и естествен начин може да се дефинира и поня¬ 
тието минимален подграф на графа О по отношение на свойство 
Р. 


Аналогично се определя и понятието максимално и Л1инимал- 
но подмножество на някакво множество по отношение па свойс¬ 
твото Р. 

От казаното е ясно, че множеството върхове V' па ребре¬ 
но вродения подграф се явява минимално подмножество на V, 
съдържащо крайните върхове на ребрата от А! . 

Очевидно пък множеството ребра Л / , на породения от върхо¬ 
вете V' подграф, се явява максимално подмножество на А , чийто 
крайни върхове са от V'. 

Компонентите на графа СИ се явяват максимални свързани 
подграфи па графа С, а покриващото дърво на един свързан 
1 Раф Сг (което ще дефинираме малко по-късно) се явява мини¬ 
мален свързап покриващ подграф па графа С. 

Ако С = (V. А) е прост граф, графът С = (V, Л') ще наричаме 
допялнение па графа С, ако реброто (, и 3 ) б А , точдо когато 
^ Л, т.е. два върха са съседни в допълнението О тогава 

само тогава, когато не са съседни в 0. 

Ще разг ледаме някои основни операции (бинарни и унарпи) 

( - г Раф и . 
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Обединение на графи. Ако 0\ = (У\,А\) и С 2 = (У 2 , Л 2 ) 
то обединение на графите С\ и С2 ще наричаме графа 


С\ и (л2 — (^1 и А\ и Дг)- 


Дефиницията може да се обобщи за произволен брой гра¬ 
фи. 


Сечение на графи. Ако С\ — (Уу А\) и С2 = (У^Дг), то 
сечение на графите С\ и С2 ще наричаме графа 


Ог П С 2 = (У г П У 2 , А х П Л 2 ). 


Често се използва и унарната операция отстраняване на връх 
— графът С - У{ е породеният от върховете V — У{ подграф на 
графа С , т.е. О — у г е графът, който се получава от С след 
отстраняване на върха у г и ипцидентните с него ребра. 

Използва се и операцията отстраняване на ребро — графът 
С—е се получава от С след отстранявапе па реброто е (крайните 
върхове па реброто не се отстраняват от С). 

Отстраняването на връх и ребро по естествен начин се обоб¬ 
щава за произволен брой върхове и ребра. 

Отъждествяване на два върха у г и у 3 в графа С се дефинира 
като замяна на тези върхове с нов връх, така че всички ребра 
на графа ( 7 , инцидентни с у г и у 3 , стават инцидентни с новия 
връх. 

Свиване. Това е операция, при която се отстранява ребро е 
и се отъждествяват крайните върхове на това ребро. Тази опе¬ 
рация се използва в някои оптимизационни алгоритми, както ще 
видим по-късно. 

Два графа 6*1 и С 2 се наричат изоморфни , ако съществува та¬ 
кова биективно изображение / между техните върхове и ребра, 
че: 


гу 


/ 


-* V 


г\ 


! 


-> V 
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2 . 2 Г„™Г*” “Ч»*" п.«ф: 



Ориентирано дбрво е дърво, па което всеки връх с изк¬ 
лючение на един (например „,) има нолустепен зщ входа 
единица, а върхът V, има нолустепен на входа 0. С друга 
думи, никои две дъги не отиват (не влизат) в един и същ 
връх, докато за броя па изходящите от върховете дъги 
няма ограничение Единственият връх и и в който няма 

входящи (влизащи) дъги, се нарича корен на ориентира¬ 
ното Обрво. 1 


На черт. 1.5 а) е изобразено ориентирано дърво с корен г 2 . 

Съвкупността от дъги, която се състои от едно или повече 
дървета, се нарича лес (гора). 



Черт. 1.4 

Съвкупността от дъги, представена на черт. 1.4, образува 
Лос ( г °рп) от две дървета. 


Нека С = (V,/ 1 ) е произволен граф. Всяко дърво, об¬ 
разувано от ребра на С , включващо всички върхове па 
г рафа, се нарича покриващо дзрво. Аналогично се дефи¬ 
лира понятието покриващо ориентирано дбрво. 
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По-късно ще докажем, че за всеки свързан ноориен шрап граф 
има покриващо дърво, докато граф с повече компоненти 

черт. 1.4) няма покриващо дърво. 

На черт. 1.5 са изобразени покриващи дървета за графа от 

черт. 1.2 а). 

У2 Ув С 5 г >5 у 2 




а) б) 

Черт. 1.5 

Вярно ли е, че във всеки свързан ориентиран граф има пок¬ 
риващо ориентирано дърво? 

Очевидно дърво, състоящо се от едно ребро, включва два 
върха, от две ребра — три върха и т.н. (ипдуктивно), дърво 
от 77 — 1 ребра включва п върха. От това следва, че всяко пок¬ 
риващо дърво па един свързан граф с п върха се състои от п-1 
ребра (вж. черт. 1.5). 

По естествен път се дефинират и следните понятия: 


- ориентиран лес (гора) — лес (гора), състоящ се от ори¬ 
ентирани дървета; 

- покриващо ориентирано дърво — ориентирано дърво, ко¬ 
ето е и покриващо в същото време; 

- покриващ ориентиран лес - ориентиран лес, който включ¬ 
ва всички върхове на графа. 


.Дърво в графа О ще наричаме всеки свързан ацикличен под* 
граф на графа С. 

Ако Т е покриващо дърво в графа О = {У,А), то подграфът 
/ на и, съдържащ всички негови върхове и само ребрата, н е ' 
участващи в Т , се нарича ко-дърво на Т. Очевидно, ко-дървото 
не с задължително да бъде свързано. Ребрата на едно пок- 
рипащо дърво 7 се наричат клони на дървото, а ребрата 
съответното му ко-дърво Т* се наричат хорди. 
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3 Свързпиосаи Покриващи дървета }\ 


дефинира като т — п + к. 

Очевидно е равенството г(С) + р(С) = гп. 

Тези две важни характеристики са свързани с размерност 
та на иодпрост рапетвата на циклите и разрезите в един граф 
и се използва! широко в така нареченото алгебрично направ¬ 
ление в теория на графите. Не е трудно да се съобрази, че 
цикломатичного число на произволен граф О е нсотрицателно. 
Иикломатичното число на всяко дърво е нула. Дайте пример за 
граф 6г, на който иикломатичното число ш — п ф к = 0, но С не 
е дърво. Колко е иикломатичното число на произволен прост 
цикъл? 

1.3. Свързаност. Покриващи дървета. Разрези. 
Цикли. Силна свързаност 


1. Свързаност 

Ще изложим някои свойства на свързаните графи. 

> ТЕОРЕМА 3.1. Пека (7 = (К, А) е произволен свързан граф. 
Всеки два прелети пътя с максимална дължина (максимален брои 
ребра) имат общ връх. 

Доказателство: Пека Ра1к\ и Ра1к2 са два прости ггьтл 
е максимална дължина (в простия път няма повтарящи се вър¬ 
хове). Дя допуснем че те нямат общ връх, както е показано па 
черт. 1.6. 



V 


Ук 

Ра1к\ 



Черт. 1.6 















НИ \>ърха И и™'съ1 1 ^тву1« Ъ прост щ.Т л{ Ш ‘ ЖДУ " С0КИ ЛВа ««ч>- 

можду върховете у, Гр*Ги ^ Й/Г^очво ^ 

Т1 >к от пътя РаШ, например участъкът Ь, „Тим ‘ УЧас ~ 

> 2 \Ра1кЦ. Аналогично и без ограничение’на общно.дтТГ 
[.азсъждения участък,- у } има дължина > и а *' а 
|Ро(/(1| = \Ра1Щ = А/« ж , откъдето - 2 \! ищ. ц 0 

1 Ь.пН.лл»(,„< )| > 1 м« + 1 м „ +| т»<«|. м«, + |/>,вд|, 

кос го означава, че намерихме път г т ттжмп^ 

Очевидно е вярно и следното твърдение. 

> ТЕОРЕМА 3.2. Ако гппЛхт Г - (лг л\ 

които се получава от С с!ед отстраняването 3аЩ П ° графт ’ 
е, т.е. графът (У,А - е 4 ) съюп е ? циклично ребро 

участващо в цикъл). Р^ан (циклично ребро е ребро, 


Ше дадем още едно важно понятие от теория на графите. 


Свързваща точка. Върхът V в гпяЛа с~» ^ 
зваща точка ако гоаЛът Г” _ Р Ф ° Се па Р ича свър- 
поненти в сравнение с 0. Ц ИМа по ' голям б Р°й ком- 


ление, нГмогатТбъдГт свързвщвдточки ^г^афа“^ 

тр сГ™ т Ж„ ( ^ГмГ х) “ • 

неразбелими, а тези, които имат - "рЖ 

7 а о тт ттоттт^х/г ч' 1 « ^ лами. 1 рафът на черт. 

1 *‘ л ) е разделим. 1ои имя тю /-„г, .. ^ ^ I 



VI 


У 2 




щ 


б ) 


а) 


Черт. 1.7 























’ вЬ р #тост- Покрпвти^п дървета^ Радрсзтг Цикли . Силни с^ярдодорУ 1 


Напомняме, че при операцията отстраняване на връх от граф, 
отстраняват и инцидентните с него ребра. Графът на черт. 
( | ( у б) е неразделим. (Несвързаните графи се считат за разде- 

ЛИ Нсеки максимален неразделим нодграф па разделимия граф 
(' С е нарича блок. Па черт. 1.8 са дадени блоковете на разде¬ 
лимия граф от черт. 1.7 а). 




Черт. 1.8 


г; 5 


Шс дадем още една еквивалентна дефиниция на понятието 
свързвалцгГточка, изясняваща допълнително същността на това 

понятие. 

> ТЕОРЕМА 3 3. Пека С е свързан граф. Върхът V е свързваща 

точка тогава и само тогава, когато съществуват два върха V , и 
точка тогава и сил „е всеки (и, - V.) път съдържа върха V. 

V], различни от V, такива че вс \ * з) 

Доказателство: е очевид на поради това, че 

Достатъчност Достатъчн , а _ Ш1ма да бъде 

ако всеки », - и.) път съдържа V, граф т ^ 
свързан, т.с. точката V ще бъде свьр. 

„ , , . ,. „„пуснем, че в е свързваща точка, но за 

Необходимост: Да допуснем, съществува път не- 

веоки два върха V, и и 3 от 6 различни > ’ 

^ тгл тгг^пМР V С СВЪрЗВЯЩ^ IО 1Ка^ КраСр В Г 

съдържащ V. Тъикатоп У тен ()т допускането следва, 

~ V ще бъде поне дву ллежаЩ и на различни компонен- 

че за върховете н, и щ, „рш адлежан и , 1|е11Ъ;шожпо . 

ти на о - V , ще съществува (V, - у 3 ) пьх, 

Следователно всеки (у г — V]) 11 ь * 

имо и достатъчно услоние свърза- 
ЗАДАЧА 3.1. Да се докаже, че съШ ествува връх V, който е единствен 

ог!'.' Гра Ф С ла бъле разделим, е ф и ^ и с 2 , чието обединение 

о0 ‘Д връх за два собствени нетривиални 1 

лава С. 

^ ивтпване: Ниж теорема 3.3. 

пхове на един разделим граф С да 

Що изясним гова, като докажем след¬ 
ят свързващи точки. ше 111)1111 

Иата теорема. 















ТЕОРЕМА 3 4. Всеки нетпривиалеп свързан граф съдържа, П(> 
пс два върха, които не са свързващи точки. 

Локазателство: Твърдението очевидно е вярно за про¬ 
изволен свързан граф с два върха. Ла допуснем, че Iпърдели 
его е вярно за всеки нстривиален свързан граф с не повече от 
п _1 вър ха ( п > 2). Да разгледаме свързания граф <7 с п върха: 

а) Ако С няма свързващи точки, твърдението е доказано; 

б) Пека в графа С V е свързваща точка и 0 [, (л' 2.1 • ••» 0 9 са 
компонептите па графа О — V. 

1) Ако някоя от компонентите О г е тривиален граф, неговият 

единствен връх не е свързваща точка. ^ 

2) Нека С г е произволна нетривиалпа компонентна. Според 
индуктивното допускапе направено по-горе, в (7 г ще съществу¬ 
ват поне два върха и' и и", които не са свързващи точки. 

- ако едип от върховете и' и и" не е съседен с върха V в графа 
(7, очевидно този връх не е свързваща точка в (7; 

- ако върховете и' и и" са съседни с V в <7, те няма да бъдат 
свързващи точки в <7. 

От 1) и 2) следва, че всяка компонента на <7 — съдържа 
поне едип връх, който не е свързваща точка в О. Но индукция 
следва, че в графа С поне два върха не са свързващи точки. < 


2. Дървета 


> ТЕОРЕМА 3.5. [3] Нека О е граф с п върха и т ребра. Тогава 
следните пет твърдения са еквивалентни (дефиниции за дърво) 

а) С е свързан ацикличсн граф, т.е. С е дърво; 

о) С е граф, в който за всеки два върха същсст.вува единствен 
прост път (път без повтарящи се върхове), свързващ тези върхов", 

в) <7 е свързан граф с п - 1 ребра, т.е. т - п - 1 ; 

г) С е ацикличен граф), за който т = п - 1, 

д) (т с ацикличен граф) и при съединяването на два негови произ¬ 
волни несъседни върха с реоро се получава граф) с точно един прост 
цикъл. 

Доказателство: ”а) =>• б)”: 

Ако допуснем, че има два прости пътя в графа С , съединя¬ 
ващи върховете и г , и 3 , следва съществуването па цикъл, което 
противоречи на а). 

”б) => в)”: 
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Щом съществува гочно един прост път между всеки два вър 
ха. следва че 1 Р а Ф"Ь* ^ е свързан. Остава да покажем, че з; 

този свързан граф О броят на ребрата е п ] 

Ако графъ I 0 г ьд ьржа 1, 2 или А пърха, твърдението оче 
видно е вярно. Да допуснем, че твърдението е вярно за граф с 
п — 1 върха. 1Ие докаж('м, че твърдението е вя[>но и за г раф с 
п върха. 

Да разгледаме I рафа (/ — с, където е е произволно ребро (от 
страняваме реброто г без да отстраняваме върхове от графа). 
I ъй като по условие реброто с е единственият прост път меж¬ 
ду крайните м\ върхове, графът СУ — е няма да бъде свързан и 
освен това ще бъде двукомпонентен (в противен случай графът 
СУ няма да бъде свързан). 71а означим с СУ] и СУ 2 компонентите 
па графа СУ —е. Пека П| и пд са върховете па компонентите 0\ и 
С 2 - а 777 1 и 7772 са съответно броя на ребрата па тези компоненти 
Според индуктивното допускане за броя па ребрата на СУ] и с; 2 
ще имаме: 

Ш1 — 771 — 1, ТГ12 = П 2 ~ 1 . 

От друга страна очевидно 

Ш = Ш] + Ш 2 + 1 и Т1 — П\ -\- 712 • 

Следователно т — п\ — 1 + ^2 — 1 + 1 = тг — 1. Оттук по индукция 
следва верността па твърдението. 

” в ) => г)”: 

Да допуснем, че графът С е свързан, има п — 1 ребра, но в 
него съществува един прост цикъл. Очевидно отстраняването 
на едно ребро е от този цикъл (циклично ребро) няма да наруши 
г пързаността в получения граф (*\ — 0 — с, т.е. графт>т (/\ ще 
Г/ ьде свързан и ацикличен, т.е. ще бъде дърво. (Ако допуснете 
( ьщестиуваиспо нйь няколко проспи цикли, с.лсд ноколкокрзлно 
° Гг Драняване на циклични ребра ще стигнете' до граф СУ,, който 
( Дьрво.) Следователно броят’ на негови и р< бра ще бьде\ как 
10 не:че‘ доказахме п- 1. Г Г'ЬЙ като СУ, = СУ - е, броят на неговите 
^сбра що бъде; от друга страна ( 11 1) " С 1( • 


(п - 1) - 1 = ’ 


/е 


_ 1 - 1 = 0 , 


е невъзможно, поради това отхвърляме допускането, т.е. 
Д >а Ф'М СУ с ацикличен. (И по обшия случаи, за дървото СУ, ще 
н.Чаш» та — ч — т/ _ ] —■> С п — 1) — л* = /г 1 —> « ч — 0, т.е. СУ е 
а Пикли< 


(п- 1) 


-*чец.) 

г ) => Д)”: 
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Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен подход 


Да означим с С 1 , С 2 , •••, 0 8 компонентите на графа С. р с 
ка п г и гп{ са съответно върховете и ребрата в компонентите 
1 < г < 5. Тъй като С г са компоненти, те по дефиници я 
са свързани и освен това поради ацикличността па графа С са 
ациклични, т.е. всяка компонента С г е дърво, следователно з а 
всяко 1 < г < 5, т,- = П{ — 1. Тогава 

5 5 

т = - I) = п - 8. 

1=1 1=1 

По условие 171 — п — 1, следователно 

п — 1 = п — з => 5 = 1, 

т.е. графът С е еднокомпопентен и ацикличеп, т.е. е дърво и 
както вече доказахме, в него ще съществува единствен прост 
път между всеки два върха У\ и у?. Очевидно добавянето на 
реброто (г 1 , 1 > 2 ) към графа С ще образува с единствения прост 
път между у\ и У 2 точно един прост цикъл. 

”д) а)”: 

По предположение графът С е ацикличен, остава да покажем, 
че е свързан. Да допуснем противното, т.е. графът О е поне 
двукомпонентен. Тогава за всеки два върха у; и ^, принадле¬ 
жащи съответно на различпи компоненти, няма да съществува 
път, който ги свързва. Следователно добавянето па реброто 
( Уг , V ]) към графа С няма да води до образуването па цикъл, ко¬ 
ето обаче противоречи на предположението д). Следователпо 
графът О е еднокомпонентен (свързан) и по предположение е 
ацикличен, следователпо графът С е дърво. 

С това доказателството на теоремата е направено. < 

СЛЕДСТВИЕ 1. Нека С е граф с п върха и С\ С С с п върха и 
т\ ребра. Следните твърдения са еквивалентни: 

а) С\ е покриващо дърво за С; 

б) между всеки два върха в С\ съществува единствен прост 
път; 

в) С 1 е свързан и т\ = п - 1; 

г) С 1 е ацикличен и т\ = п — 1; 

д) ако С] е ацикличен и съединим два произволни негови несъ - 
седни върха с ребро, то полученият граф има точно един прост 
цикъл. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пека О е граф с п върха и С\ С О. Подграфът 
С\ е покриващо дърво за С тогава и само тогава, когато С\ с 
ацикличен, свързан граф с п - 1 ребра. 
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Н роломс можем дя кяжем следното* 


Цока (7 о I раф с; п върха и С\ С (7. Ако подграф г ьт С\ 

приюжава 11 )и от следните четири свойства: 

а) има п пърха; 

б) свързан е; 

в) има п - 1 ребра; 

г) ацикличен е, 

то Сж 1 ще бъде покриващо дърво за графа С. 


0 изключение на двойката условия в) и г) никои други две 
от горните четири условия не са достатъчни, за да бъде подг- 
рафът (7* на свързания граф (7 покриващо дърво за С. 

> ТЕОРЕМА 3.0. Пека С е граф с п върха. Подграфът 0' е пок¬ 
риващо дърво за графт О тогава и само тогава, когато С е ацик¬ 
личен и има п — 1 ребра. 

Доказателство: Необходимост: Пеобходимоста е очевид¬ 
но следствие от доказаната вече теорема 3.5. 

Достатъчност: Тъй като по предположение С е ацикличен, 
достатъчно е да докажем, че С е свързан граф с п върха. Да 
означим с (7 Ь С 2 , •••, С 8 компонентите на (7', с п ь п 2 , ..., п 8 
5роят па върховете на съответните компоненти и с п' — броят 
па върховете па С . 

Ясно е, че компонентите са ацикличпи графи, поради ацик- 
личността на С и тъй като са в същото време свързани, следва 
не всяка от компонентите е дърво. Следователно ребрата във 
всяка компонента ще бъдат п г — 1, 1 < г < .5. Тъй като по условие 
броят на ребрата па С е п - 1, ще имаме 

5 5 

У> г - 1) = п - 1 => п г - з = п - 1, 

1=1 *=1 


Поради п' < п и 5 > 1, горното равенство е възможно тогава 
^ само тогава, когато п' = п и 5 = 1. Следователно графът 
0 однокомпонеитеи (свързан) с п върха, а по условие той е 
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1\, I. Порил ни графите. Алгоритмичен подход 


> „ Г1 п чии |п да твърдим, чо той со явява 

аЦИКЛИЧОН. КООГО О ДОС 1Л1ЬЧНО, ЗЛ Д‘» 117 

покриващо д-ьрно за графа (». 

Очовитао «а попи.,шии го графи т- съществува покриващо 
аър к п" о 'о „ го,.а! чо ако „ графа О има покриващо дърво 
г “ графьг (? що Ггьдо овъраан, тъй като ще съдържа свър- 
и, О П аф „кл очпащ жички потопи върхове. Но остостпоп 
,’ът щьаиикъа въпросът дали обратното е вярно. За целта що 
формулираме 


к ТЕОРЕМА 3.7. Ако графът О е свързан, за него съществува 
покриващо дърво. 

Доказателство: Ако свързаният граф Сей ацикличен, 
той се явява покриващо дърво за себе си. Нека сега свързаният 
гхзаб С не е ацикличен. Тогава очевидно графът Сп - Ь е ь 
кълето е г е циклично ребро, ще бъде свързан и ще съдържа 
всички върхове на С (при отстраняването на ребро от граф не 
се отстраняват крайните му върхове). За графа С х отново има¬ 
ме две възможности — да бъде цикличен или ацикличен. Ако 
не е ацикличен, ще повтаряме операцията отстраняване на цик¬ 
лично ребро, докато не стигнем до ацикличен граф 0г 5 , които ще 
бъде свързан (отстраняването на циклично ребро не нарушава 
свързаността) и ще съдържа всички върхове на <7. Очевидно 
графът С 5 що бъде покриващо дърво за графа (7. 


Очевидно всеки подграф на покриващото дърво Т е ацикли¬ 
чен подграф па О. Възниква въпросът дали всеки ацикличен 
подграф на С се явява подграф и на някое покриващо дърво 1 ■ 
Отговорът на този въпрос се съдържа в следващата теорема. 


> ТЕОРЕМА 3.8. Ако подграфътп С на свързания граф С е ацик¬ 
личен. то С се явява подграф на някое покриващо дърво Т. 

Доказателство: Нека Т е покриващо дърво на графа С- 

Да разгледаме графа С\ = Т I) С. Очевидно 0\ е свързан 
граф, който съдържа всички върхове на графа (7. Ако Сп е 
и ацикличен, следва че той е покриващо дърво за графа (7, а 
от начина по който дефинирахме С\ е очевидно, че С е негов 
подграф. 

Да допуснем, че графът С\ съдържа, цикъл р\. Поне едн° 
ребро от цикъла р х не се съдържа в С (ако всички ребра па 
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цикъла р\ са в С', ще следва, че С е цикличен, а гой по ус¬ 
ловие ие е такъв). Да отстраним от С\ цикличното ребро е\, 
което не се съдържа в С'. 

Полученият по този начин граф С 2 = С\ - е\ ще остава свър¬ 
зан, те включва всички върхове на С\ (и на С) и С ще бъде 
негов подграф. Ако С 2 е и ацикличеи, той ще се явява покрива¬ 
щото дърво, на което С ще се явява подграф. 

И противен случай, с аналогични отстранявания на циклич¬ 
ни ребра, ще стигнем до покриващо дърво, на което С ще бъде 
подграф. < 

Следващата теорема дава оцепка за броя на висящите вър¬ 
хове (върхове със стенен 1) в едно дърво. 


> ТЕОРЕМА 3.9. Ако Т е дърво с п > 1 върха, съществуват 
попе два висящи върха. 

Доказателство: Както вече доказахме, дървото Т ще съ¬ 
държа п - 1 ребра. Тогава съгласно теорема 1.1а) 

У(гц) + д(у 2 ) + ... + д(и п ) — 2 (п — 1) =>> 


^= 2 п-2. 

1 = 1 

Понеже Т е дърво, всички върхове ще бъдат от степен по-го- 
Ллма или равна на 1 (няма изолирани върхове). Да означим с 
5 б Р°н па висящите върхове, които имат степен 1. Останалите 
~ 5 1} ърха ще имат степен по-голяма или равна на 2. Тогава 


П 


2 п -2 = ^ Ф’0 + 5 > ( п ~ 5 )- 2 + 


1 = 5+1 


2 п - 2 > 2 п-з => з > 2. 


<1 
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Гл.1. 


Теория на гра^ите^ Алгормпмпчеи подто ( ) 


з. Разрези и цикли 


Нека О = (И, А) е произволен свързан граф. Множеството от 
ребра на този граф, чието отстраняване води до увеличаване 
броя па компонентите на графа (т.е. премахва свързаността/ 
ще наричаме разрязващо .множество. '' 

Когато не съществува истинско подмножество па това мно 
жество от ребра със същото свойство, разрязващото множество 
се нарича просто разрязващо множество. 

Може да се даде следната еквивалентна дефиниция за просто 
разрязващо множество — минималният брой ребра, чието от¬ 
страняване ог графа О разбива графа на две компоненти С 1 и 
с*2 • 


ПРИМЕР 3.1. Да разгледаме следния граф. 

е 2 у ь 



г} 2 Сх У4 


Очевидно множеството ребра {ех, ег, ез) е разрязващо, тъй като отстра¬ 
няването на тези ребра води до загуба на свързаност. 

I °ва множество обаче не е просто разрязващо множество, тъй като същес¬ 
твува негово подмножество със същото свойство — например множеството 
1 е 1. с 2 ), което е просто разрязващо множество. 


Не е трудно да се съобрази, че всеки петривиалеп свързан 
граф О сьдьржа разрязващо и просто разрязващо множество. 

> ТЕОРЕМА 3.10. Маденитпс (по-горс) две дефизшции за просто 
разрязващо множество са еквиваленти. 


Доказателство: Ако Е е просто разрязващо множество 
според втората дефиниция, т.е. 5 включва минимален брой реб¬ 
ра, за които 0-5 се състои от точно две компоненти 0\ и бд, то 
очевидно графът 0-5 не е свързан, т.е. 5 е просто разрязващо 
множество според първата дефиниция. 

Обърнете внимание, че според втората дефиниция, за ранго¬ 
вете па графите О и О — 5 е изпълнено 

(*) гапк ( О ) — гапк (О — 5) = 1 . 
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()т първата дефиниция за просто разрязващо множество следва 
/**) тапк (С) - тапк (С- 3)> 1 . 

Очевидно от (*) следва (**), както вече уточнихме. 

Нека сега 5 е просто разрязващо множество според дефини¬ 
ция 1, т.е. 5 е минимален брой ребра, за които С — 5 не е 
свързан, т.е. е поне двукомпонентен. Ще докажем, че С — 8 е 
двукомпонентен. Ла допуснем, че (7 - 5 е трикомпонентеп (това 
не ограничава общността на разсъжденията). Ла означим с Сц, 
С 2 и Сз компонентите па С - 3, както е показано па черт. 1.9, 



Черт. 1.9 

а с 5 х, 6*2 и 5*3 — ребрата, чиито краища са в съответните ком¬ 
поненти, както е показано на чертежа, т.е. 5 — >4 11 5 2 11 <Ьз- 
Поради свързаността на О и допускането за трикомпонент- 
пост на С - 5 , най-много едно от трите множества Ь г е 0 и две 
по две множествата З г са непресичащи се. Пека 5з ф 0. огава 
очевидно У 5 2 ще бъде истинско подмножество па 6 , за ко¬ 
ето С - (51 У 5 2 ) няма да бъде свързан. Това противоречи на 
минималността на броя ребра в 5. ^ 


Понятието разрез е тясно свързано с понятието прос то раз- 
рязващо множество. Нека С = (ГЪ е произволен граф Нека 
* подмножествата от върхове V' и V" е изпълнено V II V = V 
и V П V" = 0 Множеството от всички ребра, на които единият 
връх е във V', а другият — във V", се нарича разрез на графа 
(’■ Разрезът обикновено се бележи с (V , V )• 

За графа от пример 3.1, ако V' = {у и « 2 , »з} и V = {у 4 , г 5 , у 6 ] 
10 Разрезът {V V") е множеството от ребра {е ь е 2 }. 

Ще отбележим, че разрезът {V.V") на графа С се явява ми- 
аималния брой ребра, отстраняването па които го разбива на 









Л'1 Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен подхог) 


графи (7 1 и 0 2 , явяващи сс подграфи, породени съответно от У 
и У". Графите С\ и С 2 могат да не са свързани. Ако обаче 
тези графи са свързани, то съгласно определенията, разрезът 
(У,У’) ще бъде просто разрязващо множество. Ако за простото 
разрязващо множество 5 па графа О компонентите 0\ и С 2 на 
(7 — 5 имат съответно върхове У и У", то простото разрязващо 
множество 5 е разрезът (У',У"). 

Направените разсъждения и някои следствия от тях ще ре¬ 
зюмираме в следните три твърдения. 


> ТЕОРЕМА 3.11. [3] (1). Разрезът {У , У") па свързания 
граф С е просто раз])Язващо множество на графа С, ако съ¬ 
ответните подграфи на С, породени от върховете У и У", 
са свързани графи. 

(2) . Ако 5 е просто разрязващо множество в свързания 
граф О. а У и У" са върховете на компонентите на С — 8, 
то 8 = (У,У"). 

(3) . Всеки разрез (У,У") на свързания граф О е обединение 

на I ’’ ребрено-непресичащхУ се прости разрязващи множес¬ 
тва на С, където I > 1. < 


Докажете верността па (3) от теорема 3.11, като използвате 
това, че всеки разрез (У,У') в свързан граф съдържа прос¬ 
то разрязващо множество, тъй като отстраняването на ребрата 
(У, V") от графа О го превръща в несвързан. 

^ ТЕОРЕМА 3.12. Нека (7 е свързан граф. Множествени* отп 
всички ребра, инцидентни с върха и е просто разрязващо множес¬ 
тво тогава и само тогава, когато V не е свързваща точка. 


Доказателство: Понятието свързваща точка е дадено 
след хеорема 3.2 и в теорема 3.3. Инцидентните ребра с върха 
г образуват разрез (и,У - и), тъй като тяхното отстраняване 
очевидно води до несвързаност и до разбиване на графа 0 на 
два иодграфа С\ и С 2 , породени съответно от и и У — V. Три¬ 
виалният подграф (7 1 очевидно е свързан. 

Необходимост: Нека инцидентните с: върха и ребра са просто 
разрязващо множество, т.е. тяхното отстраняване разбива 0 па 
две компоненти. С други думи (3\ и С1 2 са свързани графи. 
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Щом С*2 е свързан граф, за всеки два негови върха (а това са 
върхове, различни от у) ще съществува път, който не съдържа 
върха V • Съгласно теорема 3.3 върхът у не е свързваща точка 

за графа С. 

Достатъчност: Нека у не е свързваща точка в свързания 
граф 0. Тогава съгласно теорема 3.3, за всеки два върха раз- 
зични от г, ще съществува път между тях, който не съдържа 
1 ' Това означава, че породеният от V - у нодграф О 2 ш е бъде 
свързан по определение. Съгласно (1) от теорема 3.11 разрезът 
^ у _ у) ще бъде просто разрязващо множество. < 

При ориентирани графи С = (У, Е), понятието разрез се Дефи¬ 
нира^аналогично — множеството от всички дъги, с 'ьеданяв щ 
вт пхове от непразното множество У с върхове от V - V \ V 
Ориентацията на разреза (У', V") може да бъде избрана как- 

от ВЪ рховете на У' към върховете на У , така и обратно 

^ \гп тигт Л/Т п-ипховете на У^. Ако е фиксирана 

_ от върховете на V към върховие у ™ ^ У 

” р, '° “ 

к п ПГ! пттт/гпго няколко твърдения, 
цикъл, като докажем следних 

„ п - упя^муш-О множество в свързания 

ЛЕМА 3.1. Ако 8 е прос р клон (ребро) от всяко покри- 
граф О, то 8 съдържа поне по един клон [реоро) 

ващо дърво Т. 

тт . ттрка допуснем противното, т.е. същес- 

Доказателство. Ш ка Д У д такова чс ,9 , ге съдържа 

тпупа покриващо първо 7 на Р че | (ИДНО графът 0-5 ще съдър- 
пито едно ребро от 1. Тог А " то следва, чс О - 5 ще бъде 

жа покриващото дърво 1 , ( й то 5 е просто разряз- 

свързан граф. Това е невъзможно, ш ^ 

Цащо множество. 


„ п1)0 изволпо множество от ребра 
> ТЕОРЕМА 3.13. Нека 8 ппзпязващо множество тогава и 
" г ои]гмния граф О. 5 е прост Р множество ребра, екдгржа- 

Г° ^гаеа, Лато 5 е мипималнс ^ Р ^ 

Що попе по едно ребро от всяк 


пи 

с 
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Гл.1. Теория па графите. А л/ортпмичек поОхоо 


Доказателство: Необходимост'. Лко 8 е просто разрив 
ващо множество, то от лема .3.1 следва, че 8 съдържа поне; по 
едно ребро от всяко покриваше) дърво / . Нънросъв е; дали 8 е 
минимално относно това свойство. 

Да допуснем, че съществува, собствено подмножество 8' на 8 
със същото свойство. Тогава (1 — 8 1 няма да съдържа, ните) едно 
покриващо дърво 7 , т.е. няма, да бн.де; свързан, по това, прели 
воречи па условието 8 да бъде; просто разрязващо множество, 
т.с. минимално множество от ре;бра, чието отстраняване вещи 
до несвързаност. 

Достатъчност: Ако 8 е; минимално множестве) ребра, съдър 
жащо поне по едно ребро от всяко покриващо дърво 7 на (7, те.» 
очевидно (7 - 8 няма да с/ьд'ьржа, покриващи дървета и ще бъде 
несвързан. 

Да допуснем сега, че разрязващото множество 8 не е времето 
разрязващо множество. 'Тогава ще съществува негово собствено 
подмножество 8', което ще бъде просто разрязващо и съгласно 
доказаната вече необходимост , 8' ще бъде минимално множес¬ 
тво ребра, съдържащо поне по едно ребро от всяко Т. Това 
противоречи па условието за минималпост на 8. < 

ЛЕМА 3.2. Ако С ( прост цикъл в свързания граф) О, то той 
съдържа поне по едно ребро от всяко ко-дърво 7’* па графа С. 

Доказателство: 71а припомним, че Аю-дървото 7 1 * па пок¬ 
риващото дърво Т е подграф, включващ всички върхове па С и 
само онези ребра на (7, които не са в 7\ 

Нека С е произволен цикъл в графа (7. 71а допуснем, че съ¬ 
ществува /го-дърво 7 1 *, което не съдържа циклично ребро. То¬ 
гава 0 — 7 ще с'ьл'ьржа цикъла (3. По (7 — 7 * = 7’. Следователно 
дървото Т ще съдържа цикъл, което е невъзможно. < 

> IЕОРЕМА 3.14. Пека (7 е свързан граф) и С е произволно мно¬ 
жество от ребра, па (г. Множеството (7 е прост цикъл тогава 
и само тпо 2 (Ш( 1 } ко/лто Iпо с минимално мносетно от ребра, съ- 
държащо поне по едно ребро от всяко ко-дърво 7’*. 

Доказателство: Необходимост: Пека (7 е прост цикъл* 

Съгласно лема 3.7, (7 ще съдържа поне по едно ребро от 
всяко /го-дърво / . Остава да покажем, че (7 е минимално мно 
жество с това свойство. 

Пека С е произволно собствено подмножество па (7. Тъй ка¬ 
то <7 е прост цикъл, очевидно множеството ребра (V е ацикли- 
чен подграф и съгласно теорема 3.8 ще съществува покриващо 
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в0 Т, така че С' С Т. Оттук А:о-дървото Т*, нямащо общи 
дЪ ^ ра с Т, няма да има и общи ребра е С', т.е. всяко собст- 
Р подмножество па С не притежава свойството да съдържа 
попе по едно ребро от всяко ко- дърво Т*. С това е доказана и 

минималността. 

Достатъчност: Нека сега С е минимално множество ребра, 
съдържащо поне по едно ребро от всяко ко- дърво Т*. 

П Множеството С не е адикличпо, иначе съгласно теорема 
о о щ е съществува покриващо дърво Т, така че С С Т. Освен 
това очевидно в ко- дървото Т* няма да има пито едно ребро 
п Това противоречи на свойствата, които притежава С по 
предположение. Следователно в С се съдържа попе един прост 

ЦИ 9НЦе докажем, че С е прост цикъл, т.е. всяко негово собст¬ 
вено подмножество вече не е такова. Да допуснем противното, 
т е. съществува собствено подмножество С , което е прост ц 
' „ От доказаната необходимост следва, че С е минима 
множество ребра, съдържащо попе по едно ребро от всяко ко- 
ШШ * ™ Това противоречи на направеното предположение в 
дърво 1.10 ва против оре божеството С по отношение па 
условието за минималиост на множество < 

това свойство. 

Сега иго докажем 

фите теорема, характеризир ш дпаща двойпствепия Х а- 

просто разрязващо множество Р вия от нея се доказват 

рактер на тези понятия. Ка ' връзката (ортогопалпост) 

редица интересни Резултати, Д ^ разр сзите, които сасвър- 

между подпространствата па ц ските периги . 

запис напрежението и тока в сл 1 

г ТТ п » гаягпан граф. Всеки прост цикъл и 
> ТЕОРЕМА 3.15. Пека С е Д в ДТо Н ав'имат четен брой общи 
всяко просто разрязващо множ 
ребра. 

„ . „ 1ЯХЯ гп г Г и 3 съответно прост 

Доказателство: Да ° 3,г ^ , гво „ графа О. Нека (7, и С 2 
«№.,л и „росто разрязващо м имат върХ ове И и У 2 . 
са компонентите па О - , кол някоя от компонентите, то 

1) Лко цикълът С е нолгр ф 0 иа бро й общи ребра — 
очевидно с П 5 = 0, т.е. Си й имат 

теоремата е вярна. «поетото разрязващо множество 

2) Пека простият цикъл С и } „ а общността да означим 

^ имат общи ребра. Без ограничение 
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с г 1 ^ \/\ началото и края на цикъла. Започвайки от У\ да об- 
хождамс цикъла, ще стигнем до общо та цикъла и разрязващото 
множество ребро, което ще пи "прехвърли в множеството У 2 . 
Тъй като простият цикъл (ребрата му са различни) трябва да 
завърши в началния връх г, 6 V,, е ясно, че броят^^алтерна¬ 
тивните "прехвърляния" (ребра от .V П С) е четен брои. С това 
теоремата е доказана. 

Да припомним, че с гапк ( С ) или г(С) бележим ранга на един 
граф и г(Ст) = п-к, където п е броят на върховете, а к е броят 
на компонентите на графа. Числото г(С) е броят на ребрата в 
покриващите дървета на всяка от неговите к компонепти, които 
са свързани. 

Числото р(С) - цикломатичното число определихме като 

р(С) — т - г(С) = т - тг + к, 

където т е броят на ребрата на графа. Понякога цикломатич¬ 
ното число р{С) се нарича дефект , а рангът г(С) — коциклома- 
тично число. В теорията на електрическите вериги горните две 
числа имат пряк физически смисъл. 

Ако Т е покриващо дърво в графа С , то очевидно добавянето 
на ребро V]) от графа С, непринадлежащо на Т, към ребра¬ 
та на Т води до образуването на точно един прост цикъл. Този 
прост цикъл се състои от ребрата па Т, образуващи единстве¬ 
ният прост път между и г и и 3 и добавеното ребро. Тъй като в 
графа има тп ребра и п — 1 от тях са в Т, то броят на всич¬ 
ки цикли, построени по гореописания начин, е тп — п + 1, т.е. 
съвпада с цикломатичното число на С. Всички такива цикли 
С 1 , С 2 , ..., С м (< 7 ) са независими помежду си в смисъл, че всеки 

от тях има поне по едно ребро, непринадлежащо на никой ДрУ 1 ' 
цикъл. Споменатите по-горе р (О) на брой цикли се нарича! 
ба гасни (фундаментални) цикли 

Ако множеството на тези цикли обозначим със С , т.е. 

С= {6], С 2 , ..., 6’ М ( С )}, 

то всеки друг цикъл в графа С\ непринадлежащ на 6\ може Д а 
се изрази като линейна комбинация на циклите от С. За целта 
е достатъчно всеки фундаментален цикъл С\, г = [- да 
се представи като ш-мерен векто}), в който ^-тата компонента 
е единица, когаго ^-тото ребро принадлежи на цикъла и нул а 
в противен случай. Тогава, използвайки събирането по тп-од С 
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т.с. операцията- 0, всеки цикъл може да се представи като сума 
по той 2 от базови цикли. 

Да разгледаме следния граф О и едио покриващо дърво 1 в 

0 . 



За р(С) имаме ц(С) = т — п + к = 9 — 6 + 1 = 
С= {С \, С2, Сз, С 4 } и те са показани па чертежа горе 


4, т.е. 
вдясно. 


С х = (110100000), 
С 2 = (101110000), 
Сз = (101100011), 
С 4 = (101101110). 


Коментар: 

1- Обръщаме внимание на факта, че броят на фундаментал¬ 
ните цикли е фиксиран, равен е на ц(С), но самите цикли не са 
определени еднозначно, а относно избраното покриващо дърво 

При друг избор на Т се променя и множеството С на фунда¬ 
менталните цикли. 

2. В графа С могат да се намерят р(С) на брой независими 
Цикли, които не се получават по споменатия начин с добавяне на 
ребро към дървото Т. Такива множества от независими цикли 
няма да считаме за множество от фундаментални цикли 

Например [2], показаното по-долу множество от ц(С) = 9 
зависими цикли в графа С не може да се получи чрез добавян^ 
па ребра към никое покриващо дърво Т на този граф Ето ^ 

Дикли М!ЮЖеСТПО " е Пр0ДСТаВЛЯВа МНОЖество от Фундаментални 
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3. Наистина, как го беше споменато, всеки цикъл може да се 
представи като линейна комбинация на цикли от С. Обратното 
обаче не е вярно, т.е. не всяка сума по той 2 от фундаментални 
цикли дава единствен прост цикъл. Например: 

а) простият цикъл {е-2, е 3 , с 5 } може да се представи като 
С Л @Со = ( 011010000 ); 

б) сумата С 2 0 С 3 0 С л = (101111101) не съответства па прост 
цикъл, а па двата цикъла {е ь е 3 ,е 4 ,е 5 | и {еб,е 7 ,е 9 }. 

Оттук следва, че за да се породят всички прости цикли в 
графа, не е нужно да се взимат всичките 2- 1 комбинации 
от фундаментални цикли и да се събират по той 2. Освен това, 
ако една сума от фундаментални цикли, да кажем С 2 к® ••• 
не поражда прост цикъл, то не е ясно дали, ако към тази сума 
добавим сумата С р 0 С ч 0 С Т 0 (тя също може да не поражда 
цикъл), няма да получим прост цикъл. Има предложени мето¬ 
ди за отстраняване па комбинациите от фундаментални цикли, 
които пе пораждат цикъл. 

Понятията покриващо дърво и просто разрязващо множест¬ 
во (прост разрез) имат двойнствен характер, тъй като покрива¬ 
щото дърво Т е минималното множество от ребра, свързващо 
всички върхове в графа С , а простият разрез е минималното 
множество от ребра, разделящо едни върхове от други. Имен 
по поради тази двойнственост, всяко покриващо дърво в графа 
С имаше попе едно общо ребро с всеки прост разрез. 

По аналогия с понятието фундаментален цикъл, отчитаики 
споменатата двойкствепост, се въвежда я пояятието фундамен¬ 
тални разрези относно покриващото дърво юва са а 

брой прости разрези, всеки от които съдържа точно сл 
ро, принадлежащо па дървото Т. Пе е друдпо да се докаж 
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верността на следното твърдение: 


Ако Т е покриващо дърво в неориентиран граф С, то 
фундаменталният разрез, определен от реброто е г (Е Т е 
образуван от е г - и онези ребра на С , непринадлежащи на 
Т , които след добавяне към Т дават фундаментален ци¬ 
къл съдържащ е г -. 


4. Силна свързаност 

В края на този параграф ще разширим понятието свързаност. 
Да припомним, че ориептираният граф С = (У,Е) се нарича 
свързан , ако е свързан съответният му неориентиран дубликат. 
Подграфът па ориентирания граф С се нарича компонента на 
О , ако е компонента в съответния му неориентиран дубликат. 
На някои места в литературата тази ”свързаност” се нарича 
слаба свързаност. 


Силна свързаност: Нека С = (У,Е) е ориентиран граф. 

1. Два върха У{ и у 3 се наричат силно свързани върхове , 
ако съществуват (г г — и 3 ) и (и 3 — г г ) пътища. 

2. Графът С е силно свързан , ако са силно свързани всич¬ 
ки негови върхове. 


Очевидно релацията ”силна свързаност” е реладия на екви¬ 
валентност, т.е. е: 

рефлексивна — всеки връх е силно свързан със себе си; 

симетрична — ако и г е силно свързан с и 3 , то и и 3 е силно 
свързан с и г ; 

транзитивна — ако и г е силно свързан с и ?; 5 е силно 
свързан с у 3 , то и г е силно свързан с и 3 (върховете т г , г> А ., ь 3 са 
силно свързани). 

13сяка релация иа еквивалентност, следователно и силната 
свързаност, разбива множеството където е дефинирана (в слу¬ 
чая множеството от върхове) на ненресичащи се класове на ек¬ 
вивалентност. Всеки клас ще се състои от силно свързани вър¬ 
хове, пораждащи силно свързан подграф па С. Именно тези 
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максимални силно свързани подграфи на (7 се наричат силно 
свързани компоненти па С. 

Очевидно, ако О е силно свързан граф, той има една силно 
свързана компонента, а именно самият граф О. 

Съществува една и само една силно свързана компонента, па 
която върхът г>, принадлежи. Ако допуснем, че принадлежи на 
две или повече компоненти, следва, че всеки връх от една ком 
понента е взаимно достижим с всеки връх от друга компонента, 
т.е. обединението на тези компоненти би било силно свързан 
граф, което е невъзможно. 

V 2 Ч ^6 



Черт. 1.10 

Графът на черт. 1.10 не е силно свързан (макар да е сиър 
зан), тъй като например няма път между върховете У\ и (път 
г>7 — има). Този граф има три силно свързани компоненти, 
породени от върховете {дг}, {и 8 } и -Д, г 2 , г> 3 , г> 5 , ?; 6 }. 

Първите две компоненти са тривиални, а в третата циклич¬ 
ността дава възможност за достижимост (път) между всеки два 
върха. 

Обърнете внимание, че в графа О може да има дъги, неучас 
тващи в никоя силно свързана компонента. В графа О от черт. 
1.10 такива са както дъгите, инцидентни с г>7, така и с е 8 . 

Понякога се използва и понятието едностранно свързан. ?,раф 
— това е граф, в който за всеки два върха г,;, съществува 
попе един от пътищата (и г - гД Д - гД Графът от черт. 1.10 
е едностранно свързан. Аналогично, едностранна ком,понента 
па С — това е максималният едностранен подграф па С. 

От дадените определения следва: 

1. Едностранните компоненти могат да имат общи върхове 
за разлика от силно свързаните компоненти. 

2. Всяка силно свързана компонента се съдържа в едност¬ 
ранна компонента. 

3. Всяка едностранна компонента се съдържа в някоя (слабо) 
свързана компонента на С. 
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Илюстрирайте с примери горните три твърдения. И следва¬ 
щия параграф ще дадем алгоритъм та намиране на силно свър¬ 
заните компоненти в един граф. 


Ориентираният граф <7 е минимално свързан, ако е 
силно свързан и след отстра.нямане па произволна дъга 
вече по притежава свойството силна свързаност. 


ПРИМЕР 3.2. Да разгледаме следния ориентиран граф (силно свързана 
компонента на графа от черт. 3 10): 


Г 2 ^1 *’б 


т 

Граф С: | 

\ 


г >2 г ’1 ^6 


Граф С: 



г 3 




Гз 


Както пече споменахме, С е силно свързан граф. Нещо повече, този граф е 

__ и като отстраняването на произволна дъга му отнема 
минимално свързан, тъй като о Р отстра1[Я ваието на (г- 2 ,г 3 ) «оди до 

свойството силна свързаност, пан рих» 1 1 , ч 

. „ „ * път. Казаното за (г 2 ,г- 3 ) важи за всяка друга 

нодграф, в които няма (г 2 

дъга на С. 

По-особеното п случая е, че отстраняването „а произволна дъга (*,,,) ф 
(„, „,) води до едностранно свързан граф (които „е е силно свързан), а от- 
' 1 ’ 4 ' А м / , ,, \ „е Н оди до едностранно свързан, а до слабо 

^Раняването на Д ъгаТ ^’^”"о от пример 3.2 Няма („ 2 - „ в ) и („ в - г 2 ) 
свързан граф (вж. чертежа вдясно 1 ' 

пътища. 


0 пп -полУ са изобразени схематично класове- 

Да повече яснота по долу 

те свързани графи. 





















\\ I л.1. 1<<>]>ии пи графитш . А лгпрптп мити по Охо 0 



От начина, по който дефинирахме минимално свързан граф 
с ясно, чо такъв граф няма примки или паралелни дъги. 

Шо дефинираме' и минимално свърши псориеитирап граф (У ка¬ 
то свързан граф, за който (У — е е несвързан (е — произволно 
ребро на (У). Може да се докаже, че е вярно твърдението: 

> ТЕОРЕМА 3.10. Неориептираният граф О е .минимално свър¬ 
ши тогава и само тогава, когагпо О е дърво. < 

От теорема 3.16 и 3.9 (всяко нетривиално дърво има поне 
Два висящи върха) следва, че всеки минимално свързан ноори- 
ситиран граф има поне два върха от степен 1 (висящи върхове). 
Ше докажем един аналог на теорема 3.9 за ориентирани графи. 

^ IЬОРША 3.17. Ако Сх с минимално свързан ориентиран граф) 
(истривиален), той притежава поне два върха от степен 2. 

Доказателство: [3] Щом (У е минимално свързан, по де¬ 
финиция той е силно свързан. Тогава степента на всеки връх 
що б ьде поне 2, тъй като за всеки връх има входяща и изхо¬ 
дяща дща. Очевидно за дипломатичното число (вж. края па 
параграф 2) на (У ще имаме; 

//((7) > 1, ц(С) = т - п + /,;. 

Доказателството па теоремата ще извършим с индукция по //.. 

При р, 1 I рафьI 6 се явява прост цикъл и в него очевидно 
що съществуват поне 2 върха от степен 2. 

Да допус нсм, чо теоремата е вярна за всеки минимално свър¬ 
зан ориентиран граф 6', за който р{С) < ,ч - 1, * > 2. 























Силна сн^^шосп^ '15 

Ц1с докажем твърдението и за граф С. с: цикломатично число 
// = 5 . 


Първи случаи: 


Всеки цикъл 15 (7 има дължина 2, както е по¬ 


казано па чертежа долу вляво. 


Граф 0 : 

(ориентиран) 




В този случай всеки два върха са съединени с двойка про¬ 
тивоположни дъги. Да разгледаме простия неориентирап граф 

6", който: 

а) има същите върхове като 0, 

б) два върха в С са съседни тогава и само тогава когато 

тези върхове са съседни в С (вж. черюжа 1 °1 и 11д 1 

като 0 е свързан и няма цикли с дължина повече 01 2, о 
видно С,' ще бъде свързан граф без цикли, т.е. ще бъде дьрво. 
Съгласно теорема 3.9 в С ше има поне два върха от с т° ; пеп 1 • 
Тези върхове в О ще имат степен 2, което доказва верността . 

теоремата в този случай. 


«шо, )и случай: | 13 графа С има прост цикъл С с лължина 


I > 2 . 

гт гпягЬа С от пример 3.2 и цикъла 

Да разгледаме отново I рафа л * ^ л 

Г( \ 1 /атлтп / = 4 (вж. черт. 1.11). Очевид- 

14, <2, сз, ч;, от цикъла има единствена 

но между всеки два съседни върха их ци« 

тл -> нсски дий годни върха от цикъла няма дъги 

Дьга и между всеки два несьседни п< п _ 1ГПГТ \ 

(обратното противоречи па минималната 

Да свием дъгите на цикъла С и означим с С графа, който се 
получава (черт. 1.11). 
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ГлЛ. Теория на графите. Алгоритмичен подход 



Черт. 1.11 

За ребрата т' и върховете п' на С имаме 
т' = т — /, т е броят дъги в С\ 
п ' — п - I + 1, п е броят върхове на 0 ; 
откъдето следва 

ц{С') = (т - I) - (п - I + 1 ) + 1 = тп - п. 
Тъй като сме в случая ц(С) — -5, имаме 

ТП - П + 1 = 5 => ТП 71 — 3 1 , 

откъдето за /х((7 ; ) се получава 

ц{С) = з-1. 


Графът С' е минимално свързан и има дипломатично число 
5 — 1 . От индуктивното допускане следва, че в него поне два 
върха са от степен 2. 

а) ако и двата върха са истински (не са получени след сви¬ 
ване на цикъла С), теоремата е доказана; 

б) ако единият от върховете от степен 2 е свитият цикъл С, 

то в С ще има поне един връх от степен 2, което доказва и в 
този случай твърдението. ^ 

ЗАДАЧА 3.2. Да се докаже, че ако Т е произволно покриващо дърво за 
свързания граф С, то всяко висящо ребро на С се съдържа в 7'. 

ЗАДАЧА 3.3. Лко Т е дърво, то всеки невисящ връх на Т се явява свърз¬ 
ваща точка. 

ЗАДАЧА ЗД. Да се докаже, че неразделимият граф (7 има дипломатично 
число 1 тогава и само тогава, когато той се явява цикъл. 

ЗАДАЧА 3.5. Да се докаже, че необходимо и достатъчно условие графът 
С да бъде неразделим, е всеки две ребра да принадлежат на просто разряз¬ 
ващо множество. 











./. Матрично представяне па графи 
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ЗАДАЧА 3.6. Ако х и у са произволни ребра от цикъла С в графа С, може 
да се намери просто разрязващо множество 5, за което 5 П С = {х. у}- 


1.4. Матрично представяне на графи 


Алгебрата се явява полезен и силен инструмент в теория 
па графите. В тази точка ще въведем някои основни матри¬ 
ци. свързани с графи и ще разгледаме някои свойства на те¬ 
зи матрици, разкриващи и изясняващи структурата па графа. 
Ще разгледаме основно матрици, свързани с ориентирани гра¬ 
фи С = (V. Е), като голяма част от разсъжденията ще остават в 
сила и за неориентирапи графи. 


1. Матрица на инцидентност 


Матрица на иицидеттност. Нека С е граф без примки 
с п върха и т дъги. Матрицата А] ~ определена 

по следния начин: 

{ 1. ако VI е начален връх за дъгата е 3 \ 

— 1. ако е краен връх за дъгата 
0. ако у г не е инцидентен с дъгата е ] . 

| При наличието на примка за в ьрха ъ' г може да се до де- 
финира последното от горните три }.еловия. а г ^ = 0, ако 
ь\ не е инцидентен с дъгата е^ или с^ се явява примка.) 


Редовете на матрицата па инцидентност се наричат вектори 
на инцидент}юст за графа С. 
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Гл. 1. Теория па графите. Алгоршпмичеп под ТпЛ 


ПРИМЕР 4.1. 


1,4 е 4 у з 



В= 


П 

г> 2 

из 

и\ 


(> ^ С2 ^3 ^4 ^5 

—I 0 1 0 ГД 

_1 1 0 0 0 

0-1 0 -1 -1 
0 0-1 1 0 у 


Матрица на инцидентност 


Ако графът С е неориептиран, матрицата му па инцидентност 
може да се дефинира като 


Г 1, ако е инцидентен с реброто е 2 \ 
\ 0, в останалите случаи. 


С други думи, за пеориентирапи графи матрицата на инци¬ 
дентност се дефинира аналогичпо както за ориентирани, с тази 
разлика, че всички елементи (-1) се заменят с +1. 

Ясно е, че всеки стълб на матрицата па инцидентност съдър- 

и 1 ши°яон™ Ва непулеви елемепта 1 и -1, тъй като всяка дъга е 
инцидентна с два различни върха — начало и край Гако в гпа- 

дГиГ сГлТ СП °Р ед забележката в дефиницията с ( възможно 

ред на матрицаташгиГ™ ел °мепти). Следователно всеки 

останалите п - 1 реда, т.е редовете нп А " ° ПрсДеЛИ Ч Р? 
но зависими и всеки п - 1 от тях!,! мат Р И1 »та са липси- 
матрицата. Х дават пълна информация за 

Всяка подматрица от п-1 реда Ап т 
ПОСТ се нарича разрязана (пресечена) 

Всяка такава подматрица е съответна н^пГ инцидентност. 
е отрязан (отсъства) от матрицата™* Ясно е ,Т’ Ч ™ Т ° ? 

гапк(Ас) = гапк{А 1 ) < п - 1 . 


Лесно могат 


да се докажат следните шест 


твърдения. 


















4 Матрично представяне на графи 


И) 


> ТЕОРЕМА 4.1. 1. Ако С е дърво, детерминантата на 
всяка разрязаую матрица на инцидентност е ±1. 

2. Ако 0 е свързан граф с п върха, рангът на неговата 
матрица на инцидентност е п — 1, т.е. рангът на графа 
г(С) = гапк{Ар). 

3. Ако С е граф с п върха и к компоненти, то рангът па 
неговата матрица на инцидентност е п — к, т.е. рангът 
на графа г(С) = гапк{А]). 

4. Стълбовете на матрицата на инцидентност, съответ¬ 
стващи на дъги от прост цикъл, са линейно зависими. 

5. Матрицата на инцидентност А/ на ориентирания граф 
е унимодулярна, т.е. детерминантата на всяка нейна квад¬ 
ратна подматрица е равна на 1, -1 или 0. 

в. Нека С е свързан граф с п върха. Квадратната под- 
матрица от ред п — 1 на произволна пресечена матрица па 
инцидентност е неизродепа тогава и само тогава, когатпо 
дъгите, съответстващи па стълбовете на подматрицата, 
образуват покриващо дърво. < 


Верността на 1. лесно се установява с индукция по броя на 
върховете на дървото. 

Тъй като всеки свързан граф С има поне едно покриващо 
дърво от 1. следва, че за всяка пресечена матрица на инциден¬ 
тност А с съществува неизродепа подматрица^ от ред п - 1 т.е. 
за свързания граф С, гапк(А с ) = п - 1, и тъй като гапк(А с ) = 
гапк(А 1 )> то следва верността на 2. 

От верността на 2. директно следва верността па 3. 


Верността на 5. лесно се установява с индукция по реда на 
квадратните подматрици на А/. 

Необходимостта в 6. се доказва с помощта на 4. и теорема 
3.6. Достатъчността следва от 1. 

Ще дадем едно приложение па матрицата на инцидентност за 
определяне броя на покриващите дървета па свързания граф С. 

От линейната алгебра е известно, че ако Р е матрица от ред 
р х п. а О е матрица от ред д х р, (р < д), то максималните 
квадратни подматрици па Р и С са от ред р. Пека максимал¬ 
ната подматрица Р т ах 11а Р се състои от стълбовете « 1 , г 2 ,г р 
на 1\ тогава максималната подматрица Ц тах на д, състояща 
се от редовете П, ^ 1а ^ 1аг Р и1 ^ ата нарича съответна 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 


подматрица на Р та1 . Например, ако 


Р = 


5 1 2 \ 
3 4 1 ; 


и 0 



то 


на 


Р, 


тах 



съответната <} тах 



Детерминантите на Р тах и () тах се наричат главни детерми¬ 
нанти съответно на Р и (}. В сила е следната теорема на Би- 
пе-Коши. 


> ТЕОРЕМА 4.2. Ако Р рХд и (} дХр , то 
<ИРд) = Е (произведенията на съответните главни 

детерминанти, ЩР тах ) и бе^ тах )). 


Ако Р и са горепосочените матрици, от теорема 4.2 имаме: 


с1е1(Рф) = 


7 8 
3 4 


+ 


5 1 
3 4 


7 8 
0 1 


+ 


1 2 
4 1 


0 1 
3 4 


- -1.4+ 17.7+ (-7).(-3) = -4+ 119 + 21 = 130. 

Каю следствие от последната теорема, лесно се доказва след¬ 
ното твърдение: 


о ТЕОРЕМА 4.3. Нека С е свързан пеориенгпирап граф и Л с е 
пресечена матрица на инцидентосгп за ориентирания графС *, по¬ 
лучен чрез произволна ориентация па ребрата в О. Броят па пок¬ 
риващите дървета в графа С е т(С) - <4с1(Л с .А г г ) 

Доказателство: От теорема 4.2 имаме 
(*) (1е1(АсЛ с ) — ^ ^ (произведенията на съответните 

главни детерминанти на Ас и А 1 С )- 
Тъй като главните детерминанти па А с и А ь с имат еднакви 
стойности 1, -1 или 0 (вж.5 от теорема 4.1), то всяко събира- 
емо, различно от 0 в горната сума има стойност 1 От друга 
страна главната детерминанта па Л с не е 0 тогава и само то¬ 
гава, когато дъгите, съответстващи па стълбовете, образуват 
покриващо дърво. Оттук следва, че между ненулевите елементи 
в дясната част на (*) и покриващите дървета на графа С същес¬ 
твува биективно изображение. С това теоремата е доказана. 4 
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I Матрично представяне па графи 


Да разгледаме графа от пример 4.1. Неговата матрица па 
инцидентност, пресечена по четвъртия ред, съответен па връх 
Р4, е; 


Ас = 


Н2 

VI 


С 1 с 2 б 3 с 4 е 5 

"1 (ГТ о 1' 

-1 10 0 0 

0-10 -1 -1 


Следователно 


А 



1-1 0 ' 
0 1 -1 

1 0 0 

0 0-1 

1 0 -1 


и 


Ас-А^с — 


3 -1 -1 
-1 2 -1 
-1 -1 3 


(1е1(Ас.Д^) = 8. 


Тогава броят на, покриващите дървета (не говорим за ориен¬ 
тирани дървета) е 8: {е!,е 2 ,е 3 }; е 2 , е 4 }; {ех, е 3 , е 5 }; 

,е 4 ,е 5 }; {в!,е 3 ,е 4 }; {е 2 ,е 3 ,е 4 }; {е 2 ,е 3 ,е 5 }; {е 2 ,е 4 ,е 5 }. Тези пок¬ 
риващи дървета са съответпи на подматриците на Ас от ред 3, 
които са различни от нула. 

2. Матрица на съседство 


При задаване на графи е удобно и полезно да се използва и 
следната матрица: 
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ГлЛ. Теория па графите- Алгоритмичен подхр^ 


Нека С = (V, Е) е произволен ориентир Р I ър 

хн беч ттапалелпи дъги Матрица па съседство И [Ь г] ) Пп 
ха без паралелни дьги. и е1ГТИ се определят ц 0 

се нарича матрицата, чии го 
следния начин: 

Г 1, ако (, п?) Е 

Ь '> = \ 0, н останалите случаи. 

п1 , = 1 тогава и само 

рп гп\ т чай па неориептиран гр< ф г] 

™ РЛ1» “™ *■ 


ПРИМЕР 4.2. 



Граф С 



VI 

У2 

^3 


VI 


ГТ 

1 

0 

0 \ 

У2 


0 

0 

1 

0 

УЗ 


0 

0 

0 

1 

У± 



0 

0 

°/ 


Матрица на съседство 


Матрицата на съседство определя напълно структурата на 
графа. Сумата от елементите в г-тия ред дава полустепента на 
изхода а1+{у г ), а сумата от елементите в г-тия стълб дава полус¬ 
тепента на входа па върха н г -. 

Множеството от стълбове имащи 1 в реда н г е множеството 

Г(г>,-), а множеството редове имащи 1 в стълба н г , е Г _1 (н г ). 

Матрицата на съседство може да даде още информация за 
графа. Например, да разгледаме матрицата I? 2 , получена от 
умножаването на матрицата на съседство със себе си но пра¬ 
вилото ”ред по стълб”, т.е. елементите на В 2 се получават по 
формулата 


^гк — ^13 -Ъ]к- 

7=1 


(4.1) 
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КО- 
ОТ У{ 


1/лттГ^ 1 г?реС?С?7?ЯвЯПС — гра Ф и __ 

т? цо събираемо в (4.1) е единица тогава и само тогава 
— Ьпъ = С т.е. когато съществува път с дължина 2 < 

1а 1 др СЗ върха у г Следователно 

1 2 гг” броя пътища с дължина 2 от у г до V*”. 

2 К 

П тук по индукция следва, че елементите па матрицата В 5 = 
/1<: У Т яават броя на пътищата от у г до у * с дължина 5 (не е 

(^)пхп п 

V I*' _тттт т.Т1/ШТЯТЛ 7ТЛ ГЯ ТТППГТТ/ТЧ 


в 2 = Й) = 


пример 

4.2 имаме: 

/ 1 

1 

1 

0 ^ 


0 

0 

0 

1 

; п 

0 

0 

0 

0 


^ о 

0 

0 

о ) 



(&) = 


1 1 1 1 \ 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

V 0 0 0 0 у 


Ят други нужди матрицата па съседство може да се опреде¬ 
ни и по малко по-различен начин, например ако всяка дъга в 
графа притежава тегло щ у вместо единици в матрицата па съ¬ 
седство се вписва теглото па съответната дъга щ у Матрицата 
па съседство се използва още при някои алгебрични методи за 
намиране па хамилтонови цикли. 

3. Матрици на достижимост 

Ше въведем две пови понятия - матрица пс > 
и матрица на котпрадостижимост (юас У корес- 

ша1пх) [2]. Тези две матрици <са 

попидрат с моделирането па реДИЦI Р Имаме сдна СИС . 

езика на теория на графите, паприм р, 

гг / пгллгт^м пПркти! комуникиращи по определен 

тема от хора (или други ооекти;, л у 1 итт _ 

начин помежду си 

формация, съподчиненоег и г.н-1 па р 

следните проблеми (задачи). Гобекти) между които ко- 

Какъв е най-големият броиI хор ( ( ията с достижима 

мупикацията е взаимна (например Ч 1 

МС Ъ У сто е в К ьзпикв°а б и К дЙг проблем. Да се намери някакво ми¬ 
нимално, ” базово’’ множество от хора, така че от -х ипфо^ма- 
нията да бъде достижима за всички I ДРУ™ ° & се решават подо - 

^ опишат на езика на графите ^ понятията, които 

0ен род проблеми, е полезно въвеждах 

'поменахме по-горе. 
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ГлЛ. Теорияна грабите . Алгоритмичен под Ход 


'. .- ~ - 


Матрица на достижимост. Това е матрицата 

Я = (гу)пхт, определена по следния начин: 

( ], ако върха и 3 е достижим от 
г ч ~ \ 0, в противен случай. 


Да означим с К(п,) множеството върхове в графа С, дости¬ 
жими от дадения връх V,. Очевидно, ако пие намерим за всеки 
връх и, съответното множество *(«,•),матрицата К лесно се пос¬ 
троява - в нея г,, е 1, когато V ,■ 6 Щт) и 0 в противен случай. 
Лесно се съобразява, че 


(4.2) к(ц) = { V ,} 0 Г(»0 и г 2 (,0 и... 11 Г(»,-)> 

където Г(»() е множеството от върхове V,, за които в графа съ¬ 
ществува дъга (»,, V]), т.е. върховете, достижими от ю,- чрез път 
с дължина 1; 

Очевидно Г(Г(г>,-)) = Г 2 (> г ) ще бъде множеството от върхове, 
достижими от чрез път с дължина 2 и т.н., 1 (^г) Ще бъде 
множеството върхове, достижими от с използването на път, 
чиято дължина е 5. 

От казаното следва, че по формула (4.2), изпълнявайки от 
ляво на дясно операцията обединение, ще памерим всички дос¬ 
тижими от върхове, като ще извършваме тази операция до- 
като намереното (текущото) множество не престане да нараства 
по мощност, при поредното изпълнение на операцията обедине¬ 
ние (от този момепт нататък в множеството няма да се появяват 
нови елементи). 

Очевидно е, че броят 5 на обединенията, които трябва да се 
изпълнят, е по-малък от броя п на върховете в графа С , както 
и че всеки диагонален елемент па Я е равен на 1 (всеки връх е 
достижим от себе си чрез път с дължина 0). 


Матрица на контрадостижимост. Това е матрицата 
ф = (д г у)пхп, определена по следния пачин: 

\ 1, ако от върха е достижим върха и г \ 

| 0, в противен случай. 
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Диалог ично се определя множеството О(гч) като множество 
върхове на графа О, такива че от всеки връх па това множес¬ 
тво може да се достигне н,-. Ясно е, че но аналогия с формула 

(4.2) , 

( 4 . 3 ) < 2 ("<) = {».•} и Г-Ч*) и Г" 2 («,) и... и г- 5 (»,), 

кълето Г _2 («<) = Г-ЧГ-Чч)) И т.п. 

И в този случай операцията обединение се изпълнява от ляво 
па дясно докато не спре да се актуализира текущото множество 

й(ъ)- 

Очевидно в матрицата на контрадостижимост (}, елементът 
(Щ = 1» когато V] Е(3(н,) и ^ г^ = 0 в противен случай. 

Матрицата на контрадостижимост ф е транспонираната мат¬ 
рица на достижимост К, т.е. ф = К г . 

ПРИМЕР 4.3. За графа от черт. 1.12 да определим с формули (4.2) и (4.3) 
съответните матрици Я и ф. 



Черт. 1.12 

Множествата на достижимост са: 

1>1) = М; 

Г 1 (»1) = Ь); 

Г 2 (п) = {г» 3 , ^ 5 }; 

Г 3 (Н]) = {у±, У7, Нц,Нб}; 

Г 4 (г ?1 ) = {VI , У2, г>5, г»12, ^ 7 }; 

Г Ь (Н 1 ) = {н 2 , Уз, V*,, Уб,УП, VI3 }; 

Г 6 (г?!) = {нз, ^ 5 , У4,ь 7 ,Уп,Ув, у 12 , «ю); 
Г 7 (Н 1 ) = {у4,У7,Уп,Уб,У1,У2,У5 ) У12,У1з}. 
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Гл.1. Теория на графит е. Алгоритмичен под Х0( ) 


на 


Поетапната актуализация на множеството Ж(и\) при поредното'прилагане 
операцията обединение (от ляво на дясно) от фор\ У 

И{ь\) = {«1}; 

Щь 1 ) = {^1 , ^2 }; 

ЩУ 1 ) = {VI, « 2 ,«з, и 5 }; 

Ц(уЛ = {<Л,«2,«3,«5,«4,«7,«11,«6/. 

7г(г->1 ) = {«Л,« 2 , «3,«5,«4,«7,«11,«6,«12П 

тг(п) = {г;1,»2,»3»»5,«4, «7, VII. «6, «12,»13|; 

7?( Г1 ) = {« 1 , »2,«3,«5,«4,«7,«11,«в,«12, «13,«ю|, 

7г(«,) = {«1 , «2, «3, «5, «4, «7, «11 , «6, «12, «13, «10 )• 

Щу 2 ) = {1>2 } и {, г; 5 } и {«4,«7,«11,«б}и 

У { «1 , «2 , «5, «12, «7 ) ^ («2 , «3 , «5 , «С , «11, «13 } ^ 

и{«3,«5,«4 > «7,« 11 ,«в,« 1 2,«ю}и{«4,«7,®1Ь«6 > «Ь«2,«5,«12,«1з} = 

= { «2 , «3 ) «5, «4 , «7 ,«11, «6, «1, «12, «13, «Ю } • 

Аналогично получаваме: 

щ Уз ) =щи 4 ) =км =тг(« 2 ), 

Щу ъ ) =Щив) =Щ»т) = {«5, «е, «7), 

Т1(ур,) =71(уд) = {« 5 , «6, «7, «8, «9, « 10 , « 11 , «12, «13/, 

7^.(г, 10 ) =7^(»ц) =71(У12) =Щу1з) = {«5, «6, «7, «10, «11, «12, «13/. 

Оттук лесно се определят (строят) матрицата на достижимост Я и матри- 
Щи,) и 0(г;,), свързани с маркиране 1 га върховете. 


VI У 2 У'3 У Л У 5 Щ У7 У8 У9 VI0 ^11^12^13 


к = 


У 1 
^2 
^3 

Щ 

У5 

Ув 

У 7 

У8 

У9 

у 10 
^11 
VI2 
VI3 


1 1 
1 1 


1111111001111 

11111110 0 1111 
11111110 0 11 
11111110 0 11 
0000111000000 
0000111000000 
0000111000000 
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 


0 0 0 0 1 1 


1 

1 1 


1 

1 


1 

1 


0000111001111 
00001110011 1 1 
000011100 1 111 
00001 1 1001 1 1 1 _ 
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Матрицата на контрадостижимост ф няма да разписваме, тъй като тя е тран 
спониратана на К, т.е. = Я * 1 2 3 4 . 

Редица практически проблеми налагат да се строят така на- 
речепите матрици на ограничена достижимост и контрадости¬ 
жимост. 1е се намират точпо по същия начин, с тази разлика, 
че при тях съществува ограничение за з, т.е. има някаква горна 
граница за дължината 5 на пътя, чрез който се реализира дости- 
жимостта или обратната достижимост (котгградостижимостта). 

Не е трудно да се съобрази, че ако графът е транзитивен (т.е. 
от съществуването на дъгите (г г -,^) и (уу, и г ) следва съществу¬ 
ването па дъгата (н г -,н г )), неговата матрица на достижимост К 
съвпада с матрицата му па съседство В , ако в последната мат¬ 
рица но главния диагонал поставим единици. 

Както анонсирахме в предишния параграф, сега ще дадем ал¬ 
горитъм за намиране силно свързаните компоненти на графа О 
— максималните подграфи на С, в които всеки два върха са 
взаимно достижими. 

АЛГОРИТЪМ ЗА НАШРАНЕНА СИЛНО СВЪРЗАНИТЕ^ 

ШМПОНЕПТЙ. 


Коментар: 

1. Всеки връх н г - па графа С принадлежи само па една силно 
свързана компонента (вж. параграф 1.3). 

2. Ако и 3 е взаимно достижим с върха г;,-, то очевидно същес¬ 
твува цикъл, съдържащ и г и и Г 

3. Очевидно е вярно и обратното па 2., т.е. ако и 3 е от цикъл, 

съдържащ г г , то и 3 е взаимно достижим с п г (т.е. върховете са 
силно свързани). 

От казаното следва, че един връх и 3 е взаимно достижим 
(силно свързан) с върха и г тогава и само тогава, когато върхът 
и 3 е от цикъл, съдържащ и г . 

4. Множеството 7г(п г )Пб(д,) се нарича множество от същес¬ 
твени върхове относно върховете и г и и 3 [2], [6]. Върховете от 
споменатото множество очевидно са такива, че от г г до тях, 
както и от тях до и 3 , има попе един път, т.е. върховете от 

принадлежат поне на един път от н г ' до и 3 . Остана¬ 
лите върхове се наричат несъществени , тъй като тяхното отст¬ 
раняване не влияе на (и г — и 3 ) пътя. 


ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. От направения коментар 
по \ 1 Т.Л..АШ. ^ттт^ч/--гпрттятл силна компонента на гплгЬ? 


е ясно: 
съ- 


у 1 ^ ^ I /I [1 ЛI I V / I /1 1 V/ А 1 ЯД Л 

(а да се намери единствената силна компонента на графа (7, 
гвржаща върха и 1 , трябва да се намерят всички върхове, учас 
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Гл I. Теорпяиа граФи™ е - Алгоритмичен под^ 


п „ Т <» /"те път с начало и кпяй 
тващи в попе едипцнкъл, съдържаш М ото от всички Рн 

V,); множеството П(г,,)Пв(ч' I е път до щ, т.е. всички 

до които има път от в, и от които до т . е . уЧ астващ а 

върхове, участващи в поне един пь 

в поне един цикъл, съдържащ Щ- 

,- ~-г-Т^ЪТГЪ7РКГма1 СТЪПКА 1 . С помощта ц а 

[ ОПИ СА НИЕ П А_АЛТ ——- 71ГС = (V Г) се определят пос- 

(4.2) и (4.3) за произволен ^ Ъ ч Последното множество 

ледоватслно *(«,-), на графа О, съдър- 

еднозначно определя силната 

жаща върха 

ГТ1 ПК А 2 Отстраняват се всички върхове, участващи в 
СТЪПКА 2. итстрат ежда подграфът С", породеп 

намерената компонента и Р п „,,у Полагаме С := С 

от множеството ВЪ Р Х °® ' „ ока ) 0 ' вси чки върхове па изходния 

граф В ( 7 ^ге^^групир^ат°в^смнсГсвързани компоненти. По този 
начин графът С У се разбива на силно свързаните си компоненти 

[ 71 - 

Изложената процедура може да се осъществи лесно, ако се 
използват матриците К и Я [2]. Да означим с Я ® Я матрицата, 
която се получава след поелементното умножаване па матрици- 

те Л и (], т.е. 


Л® @ — (^7 , ?г;)пХп* 


Очевидно редът, съответстващ па върха н г в матрицата Л® (], 
ще съдържа единици в тези стълбове г>у, за които н* и ну са 
взаимно достижими и ще съдържа пули на останалите места, 
т.е. два върха ще се намират в една и съща силно свързана 
компонента тогава и само тогава, когато съответните им редо¬ 
ве (или стълбове) в матрицата Л ® @ са еднакви. Върховете, 
чиито редове имат единица в стълба ну, ще образуват множес¬ 
твото върхове и а силно свързаната компонепта, съдържаща ну- 
Оттук следва, че матрицата може да се преобразува чрез 

размества не на редове и стълбове в блочно-диагонална матри¬ 
ца, в която всяка диагонална подматрица съответства на силно 
свързана компонента и се състои само от единици (останалите 
елементи на блочпо-диагоналната матрица са нули). 

За графа от пример 4.3 матрицата Л ® д след съответните 
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преобразувания има вида: 


Л®(} = 


У 1 

У2 

Чз 

Щ 

у ь 

щ 

V 7 

^10 

VII 

у 12 

*>13 


77 1 у 2 43 Щ Ч г > у 6 у 7 Щ V 9 «ю Ч 1 Ч2 ?; 13 


11110 0 0 
11110 0 0 
11110 0 0 
11110 0 0 
0 0 0 0 1 1 1 
0 0 0 0 1 1 1 
0 0 0 0 1 1 1 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


0 0 0 0 о о 
0 0 0 0 о 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 0 
0 0 1111 
0 0 1111 
0 0 1111 
0 0 1111 


1 


т.е. съответните силно свързани компоненти на графа са: 


{п,г 2 , г 3 ,г> 4 }; {г> 5 ,г 6 ,г 7 }; {^ю, «п, 42, ^1з}- 

Да разгледаме сега въпроса за намирането на минимално 
множество върхове в един граф С = (У,Е), от които са дости¬ 
жими всички върхове на графа, т.е. намирането па множество 
от върхове В , за което: 

( 4 . 4 ) П{В) = и К(ц) = V П 413'С В (К(В') ф V). 

.■,е в 


Ако в графа С = ( V , Е) има покриващо ориентирано дърво с 
корен V, (V, се нарича 04,0 корен па графа (.), този корен г, ще 
се явява търсеното множество В. Множеството В, определено 
с (4.4), се нарича база. 

Ще дадем още една дефиниция за база, еквивалентна па (4.4). 

> ТЕОРЕМА 4.4. Множеството от върхове 13 на графа О = 
{У,Е) е база тогава и само тогава , когато П(В) - V и е В няма 
връх, достижим от друг врг/х па В. 

Доказателство: Необходимост: Нека В е база в 6, т.е. 
в сила е (4.4). Да допуснем, че съществува връх у, € В, който 
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Гл.1. Теорияна^ графите^ Алгоритмичен^ подход 


с достижим от върха V, е в, т.с. щ 67 ^<) ”да/достижими^Гот 
очевидно върховете достижими от у 3 , ше г 

у г , т.е. П{у 3 ) С 7г(г; г ). Оттук следва, че 

П(В - у 3 ) = У 7г (^ 1 ') = 

у,ев-в ] 

което противоречи на второто условие, в ( ) 

л/гтшжеството от върхове В има- 
Достатъчност: Нека сега зл и от друг връх на Д, т.е. 

ме ЩВ) = V п в В 

за всеки два различни Р което е достатъчно да 

Ше докажем, че е налице (4.4), за което 
покажем само второто условие . ^ общността да 

Да допуснем противното^Без ограни^ = в _ 6 В при . 

допуснем, че истинското подмн 

тежава свойството 7г(Д') = К. Тогава Ц,, бВ „ ^,) иъ Р 

хът е V. следователно *,■ € И ибВ - ч *(*)• откъдато ** 6 

„. ф у,, което противоречи на направеното предположе¬ 
те в условието. С това теоремата е доказана. 

ГЛЕЛСТВИЕ 1. Никои два върха от базата В не принадлежат 
на една и съща силно свързана компонента на графа 6. 

ГЛЕЛСТВИЕ 2. Нека С е произволен граф и В е негова произ¬ 
волна база. Всички върхове V, на графа С, чиято полустепен на 
входа е нула, т.е. <Г(н ; ) = 0, принадлежат на базата В. 


Верността на следствие 2 е очевидна. 

Обратното твърдение на следствие 2 не е вярпо, както ще се 
убедим по-късно. 

> ТЕОРЕМА 4.5. Нека О е ацикличен граф. В О съществува 
единствена база В, съдържаща всички върхове па графа с полус¬ 
тепен на входа нула. 


Доказателство: От следствие 2 е ясно, че всички върхо¬ 
ве на С с нулева полустепен на входа са от В. За да обосновем 
верността па теоремата, е достатъчпо да докажем, че в базата 
В на ацикличния граф О няма върхове у 3 , за който д (у 3 ) ф () ’ 
Да допуснем, че В = {6 Ь Ь 2 ,Ь 3 } е база, в която има попе 
един връх, например Ъ\, за който д~(Ъ\) ф 0. Следователно съ 
ществува дъга (у{,Ь 1 ). Но щом В е база, върхът у г е достижи. 
от някое Ь г , г Е {1, 2, ..., 5 }. 
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4. Матрично ^рредставяне па графи 


а) Нека Ь г — Ь 1 . Тогава съществува цикъл, съдържащ ко¬ 
ето е невъзможно поради ацикличиостта па С (вж. черт. 1.13 
а)); 

б) Нека Ь г ф Ь\. Тогава има път от Ь г до 6], което противоречи 
на теорема 4.4 (вж. черт. 1.13 б)). 


База Н База В 



Черт. 1.13 

И така всички върхове на ацикличния граф С с нулева по- 
лустепен на входа, и само те, са от базата В , което доказва 
единствеността на базата В. < 


П1е въведем още едно важно и полезно понятие в теория на 
графите. Нека С = (П,Г). Да разгледаме графа С * = (У*,Г*), 
определен ио следния начин: всеки негов връх представлява 
силно свързана компонента на С (па различните компоненти на 
0 съответстват различни върхове на С*); дъгата (г>*, V*) същес¬ 
твува в О * тогава и само тогава, когато в С съществува дъгата 
(г’ г ,г’ ; ), за която и г принадлежи па компонентата, съответна на 
г>*, а V} — на компонентата, съответна на и*. Графът С* се 

нарича кондензация на графа С [2]. 

Па черт. 1.14 е дадена кондензацията на графа от черт. 1.12. 

,^2 ,г^з ^4 } у 2 ={уь ,г>б,г>7} 





Черт. 1.14 
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Гл.1. Тсоуия ,ш гваФпте. Ллгорш^шпси „ оАгг 


„ г <+ п с аиикличеи граф. /ь, 

Очевидно е, че кондензацията (. чо „ СИЧК и пърхот- 

пускането, че п <7* има цикъл отца , слсдаа) че „ ърхов 
цикъла са взаимно достижими ’ , *' ком110 „ента на ГУ, а оттам 

на цикъла са в някоя силно свь]» ' лопие то за кондензация, 
и на С, което противоречи ,,а огп ^ ома 4.5 дават възможност 
Следствията на теорема 4.4 и 
да формулираме следния 


ШШг ППл ишцтМА мм <>гглфлс^ 


пзапито компоненти на С 
СТЪПИЛ /. Намират се сшшо ся ьрзан 

с помощта на дадения вече а ^ цията па графа С. 

СТЪПИЛ 2. Намира се к « ® та база ГГ на ацикличнил 
СТЪПИЛ 3. Намира се С Л""" ,,-ьрхове < с пулела полус- 
граф С * , която се състои от всички Р 

тепен на входа. компонента на графа С, съответ- 

СТЪПИЛ 4. От всяка силна к точно един произволен 

стваша на връх от базата В се взи. 

връх. Край. ответната копдепзация е на черт. 

За графа от ^^Т-ала за аникличния граф от черт. 1.14 е 
1.14. Единствената базаза ^ за изходния гра ф С са въз- 

базата В = След , ) / у у 8 } {у 2 ,у 9 }, {уз,уз}, 

можни следните бази: {«’»••*>> 1 

\у 3 .у 9 ], {«4, «в}» 1^4» ^9/- 

От казаното е очевидно. _ • _ 

Всеки две бази на произволния граф С имат един и 

същ брой върхове, равен на броя. иа 
ва полустепеп на входа от кондензацията (т. . Р 
върхове от базата В па О ). 


4. Матрица (вектор) на степените 

Да разгледаме следната матрица (вектор): 

о = ((1(у г )) 1хп = №)» ^Ю), 

чийто елементи са неотрицателии цели числа. Всяка 
матрица (вектор) се нарича матрица па степените , ако съш 
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твува граф с върхове р 2 , у п , чийто степени са съответно 

Ще опишем и обосновем алгоритъм за намиране на пеориен- 
тиран прост граф О при зададена матрица на степените. Алго¬ 
ритъмът ще намира прост граф С, ако той съществува или ще 
установява несъществуването на граф, ако последователност¬ 
та д(у 1 ), ^(г 2 ), д(у п ) не може да бъде последователност от 

степени на върхове. 


ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. Разглежда се последователност¬ 


та И = с?(г? 2 ), ..., д(у п )), като (1(у\) > ^(г 2 ) > ... > Л{у п ), 

което лесно се постига с пренареждане на върховете, ако това 
се налага. Избира се произволно с1(Ук) ф 0. ”Отнема (зануля¬ 
ва) се” степента д(ук), като върхът уь се свързва чрез ребро с 
първите с1(Ук) върха от последователността, различни от у ь 

От степените на върховете, свързани с ц*, се отнема 1. По 
този начин от Б се получава една нова последователност В\ от 
числа, наречена остатъчна последователност. Чрез пренареж- 
дапе на върховете (ако това се налага) в остатъчната последо¬ 
вателност числата отново са в ненарастващ ред. Тази процеду¬ 
ра се повтаря, докато: 

а) се получи остатъчна последователност В{ = (0, 0, ..., 0), 
което означава, че има прост граф с матрица (вектор) на сте¬ 
пените В или 

б) се получи остатъчна последователност В{ с отрицателна 
компонента, което означава, че В не може да бъде матрица па 
степените, т.е. не съществува прост граф О с такива степени на 
върховете. 

ПРИМЕР 4.4. Да разгледаме последователността 


( VI У2 Гз Г4 Уь У& 

В = 4, 2, % X ^ Т 


Пренарсждаме върховете) така че последователността да стане нснараст- 
ваща. 


О = 


/ VI 


Уб 


*>3 

\ 

и 

з, 

з, 

2, 

2, 

2 



Отнемаме (зануляваме) степента на върха 14 , като го свързваме с ребро с 
първите с/(г> 4 ), т.е. с първите 2 върха у 1 и Г 5 . Получава се следната остатъчна 
последователност: 


( VI 

уъ 

V 6 

V 2 

^3 

V 4 

1)1 = ( 3 , 

2, 

з, 

2, 

2) 

0 
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Гл.1. Теория на 


Пренареждат се върховете в И\ Д° сИ - да 

(_П % ——— ~~ 2 о" ) ' 

а = ( з, НГ^’ 2 ’ ’ У 

V — _ е ц връх, например г/б, като ^ 

, \ „„тт/нгта на произво-' се брои върхът % 

Отнема се (занулява се) с първите 3 вър^ чаВ а следната остатъчна 


т.е. Уб ^ 

последователност: 


, « 1 Уб %> ” 2 _^^ 

в 2 = -1ГТГ"Т7^Г 


, т.е. /? 2 

4 ^ на нз и се получава: 

Отнема се степента на нз 

т.е. р 3 = 


Оз = 



/ У\ 

1)3 

^5 

^2 

У4 

*>е \ 

(ПГТк> 

1, 

1, 

0, 

0 

^ 171 

уг 

н 3 

У4 

Н5 

«6 \ 

^_ 

1, 

пг 

о, 

0, 

0, 

°; 


' гг* тга У 2 И се получава: 

Отнема се степента . . 

Л = (ЛЛНГЪГЪГТГ) 

съществува прост граф С с 

»Л;Х?Х[ (заявяването) на степените: 

отделните СТ ^ Л ^ И ’ свър3 ва с VI и «*• 


целните стън*«, '' с VI и н 5 ; 

4. Върхът Н2 се свързва с п ■ 

VI 


Н2 


г»б 



н 3 


Уь ь * 

Взпрос: Единствен ли е полученият прост граф С? (защо?). 

Обосновката на предложения алгоритъм се базира на след 
пия резултат, получен от Шп& и КШт ап [8]. 

> ТЕОРЕМА 4.6. Ако последователността В = (^(Г)> ^те- 

4М), й(щ) > аМ > - > ^ Н “ То¬ 

пените на прост граф, то и остатъчната последователност, 

лучена след отнемането на степента д(иь) притежава също 

свойство. 
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,] Матрично представящ па графи 


Доказателство: За делта е достатъчно да покажем, че 
съществува прост граф с матрица на степените I) — ( К у У-> 

й{у п ))ч в който върха у к е съседен с първите (1(Ук) върха, раз¬ 
лични от ур. Ла допуснем противното. 

Избираме измежду графите с горната матрица па степените 
онзи прост граф (7, в който върхът ур е съседен с максималния 
брой върхове измежду първите (1{ур) върха и не е съседен с по¬ 
не един от тях — например у т (виж чертежа по-долу). Шом 
?д не е съседен с у т , ще бъде съседен с връх у ч , който не е 
измежду първите (\{у к ) върха. Тогава 

(1{ у т) > (1{у д ) > 1. 


Ур VI - върхът У( може да е от 



Множество от първите 
<1(ьк) върха 


Първи случай: 

Нека й(у т ) = 1 =* й(у ч ) = 1. Тогава съществува връх гд, 
съседен на у т . Върх г ьт п* е различен от у к по допускане, г, ф у д 
поради (1(у я ) = 1 и у х ф у т поради липсата на примки в графа. 
Освен това върхът у х (съседен на у т ) не е съседен на у ц поради 

^Ц) = 1. 

Втори случай: Пека с1{у т ) > 2, т.е. съществуват поне 2 съ¬ 
седни на у т върха. Следователно съществува попе един връх 
(Ф Пц и у т ), който е съседен на у т . Ако допуснем, че всички 
такива върхове у х са съседни иа у я , за степента на върха у ще 
получим 1 

й(у я ) = 1 + (1{у т ), 

от кг ьдето поради с1(у т ) > Л\) стигаме до противоречието 

^( С/тт.) ^ с?(?^ гп ) -)- 1. 
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ГлЛ. Теория^ на графит е. Алгоритмичен подход 


И така, във всички случаи съществува връх у ч и ь П1 \ 

съседен на у т и несъседен на Ако замепим ребрата (п т , М и 
( у к,У д ) съответно с ребрата (?д : ,%) и ще получим граф 

С", в който множеството на първите <3(Ук) върха (различни от 
Ук)-, съседни с съдържа един елемент повече, което противо¬ 
речи па задаването на графа О (виж началото на доказателст¬ 
вото). о 

1 

В [9] са дадени необходими и достатъчни условия една пос¬ 
ледователност от числа да бъде степени па върховете па граф, 
но тези условия са от неалгоритмичен тип. 

Ако в гореописания алгоритъм на всяка стъпка се отнема (за¬ 
нулява) най-малката различна от нула остатъчна степен, то с 
помощта на индукция може да се покаже, че получаваният граф 

е свързан, ако 


V*, (1(у г ) > 1 и с1(у{) > 2 (п - 1). 

г=1 


5. Матрици на циклите и разрезите 

В тази подточка на параграфа ще използваме думите разрез 
и цикъл, като ще визираме прост разрез и прост цикъл (контур). 
Нека С е граф, имащ т ребра (дъги). 

Матрицата С = (с,у), имаща тп стълба и толкова редове, кол- 
кото са циклите в графа С, чийто елементи се определят по 
следния начин: 


/ 


С Ч 

(ориентиран граф) 


= < 


'О 


(неориентиран граф) 


1, ако 7-тата дъга влиза в г-тия цикъл 
и ориентацията на дъгата, съответ¬ 
ства на ориентацията па цикъла; 

— 1 ако ;-тата дъга влиза, в г-тия цикъл 
и ориентацията на дъгата пе съот¬ 
ветства на ориентацията на цикъла, 
0, в противеп случай, 

1, ако у-тото ребро влиза в ^-тия цикъл, 
0, в противен случай, 










■/. Мшприипо представяне на графи 


07 


се нарича цикломатична матрица (матрица на циклите ). 

ПРИМЕР 4 . 5 . Да разгледаме следния ориентиран граф С и неговия нео- 
ринтиран дубликат. 


VI 


С1 


у 7 Гз 

С2 



У'2 V 3 

С] б2 



Ако за всички цикли приемем ”единна” ориентация по посока на часовнико¬ 
вата стрелка, тогава за трите цикъла {ез, е 8 , еъ, ев}, {ег, ез, 69} и {ег, ез, е 4 , е 8 } 
подмагрицата на С е следната: 



еа 

ег 

ез 

е 4 

еь 

Сб 

С7 

е в 

ед 

Цикъл 1 

' 1 

0 

0 

0 

-1 

1 

0 

1 

0 

Цикъл 2 

0 

-1 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

Цикъл 3 

0 

-1 

-1 

-1 

0 

0 

0 

-1 

0 


Съответната подматрица за неориентирания граф се получава, ако в горната 
подматрица ” — 1” се смени с ” + 1”. 

Ще дефинираме сега една важна подматрица на дипломатич¬ 
ната матрица, базирайки се на въведеното в предишната под¬ 
точка понятие — фундаментален цикъл. 

Матрица на фундаменталните цикли в неориентиран граф О 
относно покриващото дърво Т се нарича матрицата С/ = (с г; ), 
имаща р(С) реда и т стълба, в която с %3 - 1, ако реброто е 3 
принадлежи на фундаменталния цикъл С г и с г у = 0, в противен 
случай. 

Лесно се съобразява, че ако ребрата, непринадлежащи па 
дървото Т , номерираме последователно от 1 до ц(С), а ребрата 
на дървото Т номерираме от р(С) + 1 до ш, то матрицата на 
фундаменталните цикли С/ има вида: 

(4.5) С] = (/|С 12 ), 

където / е единична матрица. Това е така, защото всеки фунда¬ 
ментален цикъл С г съдържа точно едно ребро, непринадлежащо 
на Т и циклите можем да номерираме съответно чрез номера на 
реброто, непринадлежащо на дървото. Оттук следва, че всички 
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ГлЛ. Теория 1Ш. графите. Алгоритмичен подхпЛ 


единици в първата (//.((7) х //((/)) подматрица лежат па главния 
диагонал. (При ориентирани графи ориентация та на фундамен¬ 
талния цикъл съвпада е ориентацията па определящата го дъга, 

непринадлежаща па дървото 7\) 

За неориентирания граф от пример 4.о и покриващото дър¬ 
во Т = {ех,е- 2 ,€ 4 ,е 5 ,е 6 }? фундаменталните цикли и матрицата на 
фундаменталните цикли съответно са: 


С х = (1 1 1 1 1 1 0 

С 2 = (1 0 0 0 0 1 1 

С 3 = (1 0 0 0 1 1 0 

С 4 = (1 0 0 1 1 1 0 


0 0 ) — съответен 

0 0 ) — съответен 

10 ) — съответен 

0 1 ) — съответен 


на реброто с 3 ^ Т; 
па реброто е^ ^ Т; 
на реброто е& ^ Т; 
иа реброто е 9 ^ Т; 


(4.6) 



е[ 

4 

е з 

< 

е 5 

4 

е 7 

е 8 

С9 


Сз 

С1 

Сз 

е 9 

е 1 

С2 

е 4 

Съ 

Сб 

<7! 

' 1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 ' 

С 2 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

Сз 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

с 4 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 _ 


От (4.5) следва, че рангът на матрицата С/ е равен на 
т - п + 1 (щом има покриващо дърво Т, графът (7 е свързан 
и цикломатичното му число /л((7) = т — п + 1). Тъй като С] е 
подматрица на матрицата на циклите С , то 


гапк(С) > гапк(С;) = т — п + 1 . 


Може да се докаже верността на следното твърдение: 


> ТЕОРЕМА 4.7. Рангът иа цикломатичнатпа матрица С съв¬ 
пада с цикломатичното число на графа С, т.е. гапк(С ) = р{0) — 
т — п Т к (при свързан граф) гапк(С ) = р(С) = сп — п + 1, т.с. 
гапк(С) = гапк(С/)). 

Матрица на разрезите: В графа С с т ребра (дъги) матрица¬ 
та 8 = (з^), имаща т стълба и толкова реда, колкото са на брои 
разрезите в графа, чийто елементи 8 г] се определят но следния 
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Матрично г^ндсптвянс на графи 


начин: 


$1_7 

(ориентиран граф) 


5 1 з 

(нсориентиран граф) 


1 , ако 7 -тата дъга влиза в г-тия разрез 
и ориентацията Iга дъгата съвпада 
е тази па разреза; 

< -1 ако ^-тата дъга влиза в г-тия разрез 

и ориентацията на дъгата не съвпа 
да с ориентацията на разреза; 
к 0, в противен случай, 

Г 1, ако ]-тото ребро влиза в г-тия разрез 
1 0, в противен случай, 


се нарича матрица на разрезите. 

Ясно е, че ако знаем матрицата на разрезите в ориентирания 
гоаф С , съответната матрица за неговия неориентирап дубли- 
кат се получава, като заменим — 1 с +1 • 

ПРИМЕР 4.6. Ла разгледаме следния нсориентиран граф О: 



Очевидно всички прости разрязващи множества и съответните разрези са 
двуелементни тъй като отстраняването на едно ребро не нарушава свърза¬ 
ността на графа, отстраняването на всеки две ребра нарушава свързаността, 
а всеки три ребра нарушават свързаността, но не са минимално множество с 
това свойство. Матрицата на разрезите ^ има вида 


Разрез 1 
Разрез 2 
Разрез 3 

5 = 

Разрез 5 
Разрез 6 

Разрез 15 


б\ ег ез е* е$ с& 

1 1 0 0 0 0 ' 

10 10 0 0 

10 0 10 0 

1 0 0 0 1 0 

1 0 0 0 0 1 

0 110 0 0 

0 0 0 0 1 1 

















70 


Гл.1. Теория на графите Алгоритмиче н подход 


В матрицата па инцидентност ненулевите ^^^^върха у 
ред, съответен на върха у определят ипциден гр огава от да- 
дъги, а тези дъги образуват разрез («, У "^ матрИ да на 
делите дефиниции за матрица на инцидент съоТветстВ ахц на 
разрезите следва, че редът в матрицата , съП пада с реда 
разреза (у,У - у) (с ориентация от у ' ^тветсп па върха V. От- 
на матрицата на инцидентност л/, с , по дматрица на 

тук следва, че матрицата па шшидептпо I _ та щ Аг у 

матрицата па разрезите 5. Ше докажем, 

> ТЕОРЕМА 4.8. Всеки ред в ^^^Сбтация^отредовете 

да се изрази по два начина като Лин ^’ ненулевите коефициен- 
на матрицата А,, като и е двата случая ненулеви у 

ти в линейната комбинация са + I или 

Доказателство: [3] Нека Щ,К«) е *-тия разрез в графа 
в ^Гвърха и т дъги,^ * е съответния вектор на разреза. 

Нека т 77 г \ 

У а = {У1,У2,-,” Г }, 0, У а = {«г+Ь->«п/ 

и а.{ (1 < г < п) е вектора в матрицата на инцидентност, съот¬ 
ветстващ на У{. 

Без ограничение на общността да допуснем, че ориентацията 
на разреза е от У а към У а - Ше докажем, че. 

(4.7) з г = а\ + а 2 + ••• + а Т = —(а г +1 + «г+2 + ••• + а п ). 

Пека, у р и у 5 са върхове инцидентни с к- тата дъга, ориенти¬ 
рана от към у 8 . Следователно 


( 4 . 8 ) 


®рк — В ^зк — 1> ^]к — 0, 77~ Р? ^ • 


Случай 1. у р Е У а , а у 8 Е 7 а , т.е. р < г, а $ > г + 1, =$> 5 гА . = 1. 

Случай2. Ур Е У а , а у 8 Е У а , т.е. р > г + 1, а $ < г, =>« $,•* = -1. 

Случай 3. у р ,у 8 Е У а , т.е. р, з < т =$ з^ — 0. 

Случай 4. у р ,у 8 Е У а , т.е. р, з > г + 1 =*► з гк = 0. 

Във всеки от възможните четири случая от (4.8) следва 

(4.9) зц, = (а 1к + а 2 к + • •• + а Г к) = ~{а г + 1 ,к + а г + 2 ,к + ... + а пк ). 

Тъй като (4.9) е вярно за 1 < к < тп, то следва верността на 
(4.7), което доказва и верността на теоремата. < 













Матрично представяне на графи 
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СЛЕДСТВИЕ 1. 


гапк[8 ) < га,пк(Л 1 ). 


СЛЕДСТВИЕ 2. 


гапк(8) = гап&(Л/). 

Последното е очевидно, като се вземе предвид, че матрицата 
на инцидентност А/ е подматрица на матрицата иа разрезите Ь , 
т.е. гапк(В) > гапк^А^ и доказаното следствие 1 . 

От т.2 и т.З на теорема 4.1 и следствие 2 на теорема 4.8, 
следва верността на твърдението: 

> ТЕОРЕМА 4.9. Нека С е граф с п върха и к компоненти. 

гапк{8 ) — п — к 

(рангът на матрицата на разрезите съвпада е ранга на графа). < 

В свързания граф О с п върха покриващото дърво Т опре¬ 
деля множество отя -1 фундаментални (базисни) разрязващи 
множества. Да припомним, че всяко от тях съдържа едно и 
само едно ребро (дъга), принадлежащо на дървото 
Са ^Подматрицата 8 / па матрицата 5 съответстваща на това 

множество, се нарича фундаментална 

■пяшитите множества относно дървото Т, г.с. матрицата Л/ 
имГ Г- 1 реда съответни на фундаменталните разрези и тп 
стълба ( « Гбро : на ребрата (дъгите) в С). Нейните еле¬ 
менти з, са I , когато реброто (дъгата) е, принадлежи па -тю. 

фундаментален разрез и 0 , в противен случаи, 
фундаметал 1 1 /дъгите) непринадлежащи на дървото 

Ясно е, че ако ребрата. (Дьгш ) ^ , те) от дървото Т 

1 номерираме от 1 ДО рД’ матрицата на фундаменталните 
номерираме от КС) + 1 ДО ^ по Р следния начин: 
разрези Ь/ може да се прел^о. 


(4.10) 


5/ = 


г .ъг-тлпя от пед п - 1, чиито стълбове съ- 

къдото / е единична матри ^ ^ то т 

ответстват па ребрата (дъги ) _„„ ТТТ/ГСГ е ТЛ г мпгят я .-, Г14 
Очевидно е че с подходяща номерация Ац и 1 мога. да си 

сменят'местата Когато графът е свързан, ориентацията на ба¬ 
зи юторазрязващо множество се избира така, че да съответс¬ 
тва на ориентацията па определящата дъга от дървото. 
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72 Гл. 1. Теория па граф» г1 ^_1^ _ й 

ч _ __ 1 т е. равен на ранга 

От (4.10) следва, че гапк[Ь/) - * ек тор-разрез може да се 
па матрицата 5. С други думи псек ^ азИГР1И те вектори-разрези, 
изрази като линейна комбинация от > Ллп11Г аменталните раз- 

3. гр.ф.», тгс.“" «> - 


4 

4 

е з 
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Фундаментален разрез 1 
Г4.11) фундаментален разрез 2 

^ = Фундаментален разрез 6 

Фундаментален разрез 4 
Фундаментален разрез 5 

В сила са следните ипте Р е “ и разрезите 110 ^!^ разглеждаме нео- 
цидептпост, на шилите и “ КИ Р “ всички аритметични операции 
риентирапи графи без пр ми ^„те 2 твърдения: 
са операции по той 2, са в сила с 

> ТЕОРЕМА 4.10. Матрицата па ^идептностМитран^ 
попираната матрица па фундаменталните ци К ли С { са ортого 
пални, т.е. 

Аг^.-П 


. Потлтгпгття тта тази теорема следва ди 

брой ребра от този цикъл (ако цикълът е прост с днс р Р ) 
и това, че операциите са по той I. 

> ТЕОРЕМА 4.11. Матрицата па фундаменталните цикли . С] 
и транспонираната матрица на фундаменталните разрези 3, са 
ортогопалии, т.е. 

С,.3‘, = 0. 


Доказателство: Верността па теоремата следва от фак¬ 
та, че всеки разрез на един цикъл, индуциран от разрез в графа, 
се състои от четен брой ребра па разреза и освен това всички 
операции са по тод 2. 











•I Матрично^ представяне па графи 
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Последните две теореми са перни и без да се използва пред¬ 
положението за фундаменталпост па циклите и разрезите, т.е. 
верни са за произволни матрици на циклите и разрезите. 

Освен това, тези две теореми имат ”алгоритмичен” характер. 
От теорема 4.11 например следва, че 


С,.3) = (. Г\С 12 ). (&) = 51, + Си = 0. 

Оттук = —С\ 2 - Но — 1 = 1(гаос/ 2), следователно 


(4.12) 



12 - 


С други думи, ако е известна матрицата на фундаментални¬ 
те разрези, веднага може да се получи с (4.12) матрицата на 
фундаменталните цикли и обратно. 

Например, за неориептирания граф от пример 4.5 матрицата 
на фундаменталните цикли С/ намерихме — виж (4.6). Тогава 
от (4.12) веднага получаваме за този граф матрицата на фун¬ 
даменталните разрези: 


8 ) = №.!/) = 
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0 
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Аналогичо, ако използваме (4.12) и намерената матрица на 
фундаменталните разрези (4.11) за графа от пример 4.6 ведна¬ 
га можем да получим матрицата на фундаменталните цикли за 
този граф: 

С/ = (ЦСц) = [1|1 1 1 1 1]. 

ЗАДАЧА 4.1. За графите Ст и С 2 от чсрт. 1.15 да се намерят: 































Черт. 1.15 

тг^ттржяани п този параграф; 
а) всички матрици, разглеждани 

- матрица на инцидентност -/ /> 

- матрица на съседство В, 

- матрица на достижимосз > 

- матрица иа коитрадостижимос <2, 

- матрица на циклите С, „ икли Сг 

. матрица „а фундаменталните цикли О/, 

- матрица иа разрезите А, $ . 

иа фундаменталните разрез /, 

- матрица иа ФУ> Д графа и самите дървета; 

61 броя на покриващите дървета гр Ф 

„ силно свързаните компоненти на графа и бази . 


„„ Т.-ЛТГ пт следните числови последователности 
ЗАДАЧА 4.2. Ла се °"Р е ^ прост неориентиран граф: 

са матрици (вектор) » <*"« = (2 4> 3 , 4,3,3, 3, 4); 

1Г" ’ г/л = (6,4, 3,1.1,1). , „ 

в) -Рз = 5, 4, 3, /, Отг. а) и 6). 


1.5. /^-свързани графи. Сдвоявания. Покрития 

Във втори па Р а ^Р^'Ф^ 1 ^ 

В следващите параграфи 3 « -< <*» 

изяснени редица свойства на свързаните графи. добре' 9 

Водени от желанието да отговорим па 

е свързан един граф, в този параграф ще дад -1 • 

ти, касаещи така наречената й-свързаност. с ки 

Ще формулираме и дадем доказателства иа някои класи ^ 
теореми от теория на графите - теорема на Менгер, теорема ^ 
Хол (НаП), теорема на Берж (Вег§е) и др., на коиго сс Р 
много алгоритми за решаване на реални практически задачи. 

Ще бъде въведено и изследвано понятието сдвоявапе ( па Р 
сочетание (руск.); та^сМп^, а551§птеп1; (англ.)) и понятиет 
полярен (двухроматичен) граф. 


1. Ребрена и върхова й-свързаност 



5. А -свързани графи . Сдвояеапия. Покрития 
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Да разгледаме следните графи: 



ее 

0^6 

е 7 


1?7 ^6 



^5 

Граф Сг 


Граф С 1 


Множествата от ребра {е 4 }, { 61 , 62 }, { 65 , 65 , 69 } са прости раз¬ 
рязващи множества — всяко от тях е минимално множество реб¬ 
ра, чието отстранявапе нарушава свързапостта на графа. 

Броят ребра в разреза с минимално число ребра се бележи 
с а с'(С) и се нарича ребрена свързаност 

С други думи а е'(С) е минималния брой ребра, чието отстра¬ 
няване от графа го превръща в несвързан или тривиален граф 
(припомняме, че при отстраняването на ребро, неговите крайни 
върхове не се отстраняват от С). 

За графа С\ от (5.1), = 1 , а ае / (С ? 2 ) = 2 . 


Графът С се нарича к-ребрено-свързан, ако ае'((2) > к. 


Величината ?е! е мярка за свързаност. 

От даденото определение следва, че 1 рафъх Ст\ е 1 -ребрено- 
свързан, а графът О 2 е 2 -ребрено-свързан (той е и 1 -ребрено- 
свързан). Очевидно несвързаният граф е О-ребрено-свързан. 

От друга страна във всеки граф Сг съществува минимален 
брой върхове, чието отстраняване превръща графа в несвързан 
или тривиален. Този минимален брои върхове се бележи с ж(Сг) 
и се нарича върхова свързаност на графа. Припомняме, че при 
отстраняването на връх от графа сс отстраняват и инцидентни¬ 
те с него ребра. 

Графът С ~2 от (5.1) остава свързан при отстраняване па про¬ 
изволен негов връх. Отстраняването па върховете 1?2 и води 
до несвързан граф, т.е. върховата свързаност на графа О 2 е 2 , 

т.е. ег((^ 2 ) — 2. 

Очевидно върховата свързапост на несвързан граф е 0 . Ве¬ 
личината ае(С) също е мярка за свързаност. 
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Гл 1 Теория на графите . Длгорг<т.лаг<вя подход 


Едип граф в се нарича к-св*рзан, ако *(<?) > *. 


_ името отстраняване превръща графа 
Множеството върхов , ога се парича разделящо мпо- 

п несвързан или тривиа . думи, А-свързаният граф не съ- 
жество в графа О. ь ДРУ 1 „ ОШН ост < к - 1. 
държа разделящи ения всеки свързан граф е попе 1- 

Според даде ™^ я ° Р о свързаният граф не притежава свър- 
свързан и освен това, П ч, ан0 ст е > 1 (виж началото на 

зс.щи и™, ” фя „ Р р,„<. „о.шти.то с.ър,.»1Ш> гоч- 

ГР *Л‘о ,04 ” “ 

поне 2-свързани. Несвързаният граф е 0-свърза . 

ЗАДАЧА 5.1. Ако К„ е пълен граф с я върха, да се определи *(*.)• 

Отпг: ге(Кп) — п — 1. 

ЗАДАЧА 5.2. Ако графът С не е пълен, да се определи горна граница за 
аз(С). Отг; ав(С) < п - 2. 

ЛЛУМ 1 //! 5.5. Да се конструира граф <2, за който ас(С) < ае (С) 

Ше формулираме и докажем някои твърдения, ^ 

до ае(<7), а>'(<7) и където 6(0) е минималната о 

на върховете. 

> ТЕОРЕМА 5.1. Ако С е прост свзрзап граф, то 
(5.2) ае ( с ') < 

Доказателство: Нека ц е произволен връх па графа С- 
Множеството върхове, съседни с V,, т.е. множеството 
очевидно разделящо множество — отстраняването на вър 
те от Г(р 1 ) изолира върха у г или превръща графа в тривиал 
Следователно за Ур г Е V 

*(С)<\Т(у { )\ = (1(у 1 ) => 

&( 0 ) < т1п{^(р г )} = 6 ( 0 ). 

V. о V 












,5. Е -свързани ?рифи. Сдвоявпния. Покрития 
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> ТЕОРЕМА 5.2. Ако О е прост свързан граф с п върха и тп реб¬ 
ра, то 

, .ч \2т 

(5.3) аз(<2) < — , 

п 

където [ж] е цялата част на х, т.с. най-голямото цяло число < х. 
Доказателство: От теорема 1.1 имаме 

^(^ 1 ) Т б(у2) Т ... Т ^('Уп) — 2 772 . 

Следователно п6(С) < 2 т. Оттук и теорема 5.1 следва (5.3). < 

За да се отстрапи лъжливото впечатление, че върховата и 
ребрепата свързаност са равпи (виж графите С\ и О 2 от (5.1)), 
ще конструираме граф О по следния начин: обединяват се два 
непресичащи се пълни графа К п и се добавя нов връх г, свър¬ 
зан с всички останали върхове. Например за графа по-долу, 
получен по този начин, имаме: 


V 



а?(С) = 1 - множеството Ме разделящо; 
-<Е(С) = 3 - (в общия случаи аз (О; п). 

> ТЕОРЕМА 5.3. Ако С е прост граф, то 

4 Ч аз (С) < *( С ) ^ 


Доказателство: 

изволен връх V в графа 
изволеп граф очевидно 


[31 Тъй като ребрата, инцидентни с про- 
С образуват разрез, то за напълно про- 


а г\С) < КС)- 
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Гл.1. Теория ни грифите. Алгоритмичен подход 


Ше докажем първото от неравенствата (5.4). 

А) Ако графът О не е свързан, верността па (5.4) е триви¬ 
ална, поради 

я(С) = а ъ'(С) = 0. 

В1) Ако графът е свързан и к'{С) = 1, » графа ще същес¬ 
твува ребро е, чието отстраняване води до виж 

на компонентите (ребро с това свойство се нарича мост , виж 

гоаГ С от(5Т) реброто е 4 е мост). Отстраняването на връх, 
графа Ст 1 от 1 ,о.±;, 4 о ' й тп е несвързан или три- 

инцидентен с моста, води до 1 раф, ко 

виален, следователно 


а с(С) = а е'(С) = Т 


т.е. в сила е (5.4). 

тзр') Нека графът С е свързан и а- (^) — 

? } В графа съществуват *'(<?) ребра, чието отстраняване 
В °Т Отстраняването на всеки «ЧО - 1 от тези ребра води до 
ГР 3 Ф зГ всякоот^тези х'(6) - 1 ребра можем да изберем краен 

" Р 4 Х '<?Й.р«(..» 

гя гг'Г<7) - 1 ) води до отстраняването на поне ж (О) 1 реора. 

Нека след прилагането на 4 се получава граф: 

а) който е несвързан. Тогава 

сс(С) < ае^Ст) — 

б) който е свързан. Тогава в този граф ще има мост е и отс¬ 
траняването па върха гл или у 2 на моста що води до несвързан 
или тривиален граф. Следователно 

ю(С) < ае'(С). 

И така във всички възможни случаи е изпълнено първото 
перавенство на (5.4). 


ЗАДАЧА 5.4. Нека О е прост граф с п върха. Ако 

8(С) > [п/2], то ге'(С) = 8(0), 
където [х] е цялата част на х. 

Упътване: Покажете, че С е свързан граф, откъдето следва ае (С) >0- т 
теорема 5.3 следва, че е достатъчно да се покаже, че аг (О) > 8(0). 






5. 


К-свврати графи. Сдвояваиия 


ития 


79 


катоще дад1м Р док™Г4 М л°стаото !^ 3ултат ’ пол У чен от Едмондс, 
[18] от Шапе и Шекшагь този резултат ’ предложено в 


> ТЕОРЕМА 5.4. Иска I) — (м \ и \ и \\ 
телпост от степените „„ Г* „ 1 >' ->“(>)) е последова- 

дпгтатячпп пг оирховете. па граф О. Необходимо и 

(Г Л) е Гу” > П Г т,ШВ г,М/ ' ° ЙП б,, ' С к-ребремо-свързап 


,. а Аю атлопт™ 805 Необходимостта е очепидна поради то- 
^ си Ще с т в у в ане т о на връх със степен < к то 

отстраняването на инцидентните с този връх ребра (а те са < *) 

свързаност^Гграфа^’ К ° еТ ° ° невъзможно поради ^ребрената 


Достатъчност. С ипдукция ще покажем, че алгоритъмът, кой¬ 
то описахме в предишния параграф 1.4, генерира при 4(у г ) > к, 
й-ребрено-свързан граф. 4 ' ~ ’ 

Ла паправим индуктивно допускане, че алгоритъмът Срабо¬ 
ти при 4[и г ) > р за \/г и р < & — 1. 

Ще докажем, че в графа, строен с помощта на алгоритъма, 


всяко разрязващо множество {А. А) съдържа пай-малко к ребра. 

Ако | А | = 1 или \А\ = 1, верността е очевидна. 

Нека \А\ > 2 и \А\ > 2. При изпълпепие па алгоритъма, на 
стъпка т (стъпката, иа която г-тия връх е напълно свързан) са 
възможни следните три случая, които напълно изчерпват въз¬ 
можните варианти. 


Случаи 1. Всички непулеви остатъчпи степени са не по-малки 
от к. 


Случай 2. Всички ненулеви остатъчни степени са не по-мал¬ 
ки от к — 1 и съществува поне едно ребро, построено па стъпки 

2, ..., г, съдържащо се в (А, А). 

Случай 3. Всички ненулеви остатъчни степени са не по-мал¬ 
ки от к — 2 и съществуват поне две ребра, построени на стъпки 
С 2, ..., 7 ’ ? съдържащи се в (А,/1). 

От индуктивното предположение, разрязващото множество 
(А,Л) ще съдържа не по-малко от к ребра във всеки от тези 
три случая. Остава да покажем, че наистина изброените горе 
случаи описват всички възможни варианти. 
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Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен подход 


Нека върхът V; се съединява с ДРУ™ ПЪ Р Х ° В | “ а ^щГпока" 
без ограничение па общността нека ™Р Х 1 пякоя стъггка от 
жем, че ако случаите 1 и 2 не възникват, 

алгоритъма възниква случай 3. (занулена е сте- 

На стъпка 1 върхът V, е напълно свързан ^ у 

пента на върха). Тогава: гте пепи са равни на к -1, 

а) най-малките ненулеви остатъ ши 

тъй като случай 1 не е възникнал, ^ не са намалени с 1 

б) степените на пито един от в Р чай 2 не е възникнал, 

при съединяване с върха тъй върХ ове от А имат сте- 

Следователно ^Р,^ т / к 2 о е с ^ В с ”няването на върха в 2 не 

пен, не по-малка от ). гп^пзва А с А, тогава все 

възникне случай 1 и никое Р^ б Р° * й а ) Р или б). Следователно 

още, както и преди, ще тлш У ап щ0 бъде отново в Л. 

следващият връх, които ще ® * степените намаляват и рапо 
На всяка стъпка от алгоритъма степените ^ ^ 

ребро между Л и А. Ак остатъчната му сте- 

непше К стане°Г- Г Означава % върхът трябва дасе 

„ «гтлики т охове от Л, тъй като всички върхове О! Л 
им^остатъчпи степени, равни на к, а ние съединяваме върха 
Гс върховете, имащи най-големи остатъчни степени. Тъй като 
|Л| > 2, на тази стъпка възниква случаи 3. ^ 

С това доказателството е завършено. 

В [81 \Уапг и К1еНтап дават необходими и достатъчни условия 
последователността О = (<*(«,), М) Да бъде последо- 

вателност от степени на прост к- (върхово) свързан граф. 


2. Теорема на Менгер 

Ще формулираме и докажем един класически резултат от те¬ 
ория на графите (теория на свързаността) — теорема на Мен¬ 
гер. Локазапа е през 1927 г. в [19] и е аналог на теоремата за 
максималния поток и минималния разрез, както ще се убедим 
в следващата глава. Теоремата па Менгер може да се докаже 
(разглежда) като следствие от теоремата па Форд-Фалкерсон за 
максималния поток и минималния разрез и обратно. Ето защо 
ще дадем и директно доказателство па теоремата на Менгер, 
направено от Болобаш в [12]. 

Лва (з - /) пътя се наричат независими пътища , ако единст¬ 
вените им общи върхове са 5 и I. Понякога вместо независими, 








5 . К-свгрзат, графи. Сдеояеаим П - 
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такива (з О ^ътища се наричат върхово нетгресичащи се пътища. 

С 1го1т Г Т° ° Т ВЪРХ ° П0 ИЛИ Р еб Р а в вързания граф 

^ 6 несвъ Р за н, казваме, че \У разделя О. Ако 

клчтелмр чр ш п Р? иадлежат на различни компоненти в О — IV, 
казваме, че уу разделя з и I. 


^ 5.5. (Теорема на Менгер за върховете) Нека з и I 

са различни несъседни върхове па графа С. Тогава минималният 

рои върхове , които разделят з и I, е равен на максималния брой 
независими (5 — 1)-пътища. ^ 

> ТЕОРЕМА 5.6. (Теорема на Менгер за ребрата) Нека з и I са 
различни върхове на графа С. Тогава минималният брой ребра, ко¬ 
ито разделят з и I, е равен па максималния брой (5 — 1)-пътища 
без общи ребра. <] 


Втората от горните две теореми лесно се извежда от първа¬ 
та, затова ще докажем само теорема 5.5.' 


Доказателство: Нека к е минималният брой върхове, 
които разделят з тл1. Тогава съществуват < к независими (з — 2) 
пътя. 

При к < 1 очевидно пътищата са точно к. 

Нека сега к > 2. 

(*) Да допуснем, че теоремата пе е в сила и нека за възможно 
най-малкото к, О е контрапример с минимален брой ребра. 

Тогава ще съществуват < к — 1 независими (з — I) пътища 
и няма връх V, съединен едновременно със з и I (в противен 
случай О — и ще бъде контрапример за к — 1 (**). 

Да означим с IV произволно множество от к върха, разделя¬ 
що з от I. Ще докажем, че някой от върховете з и I е съседен с 
всички върхове от IV. Да, допуспем противното, т.е. з и I не са 
съседни с всички върхове от IV . Тогава да разгледаме графа 
С 5 , получен от О чрез ” свиване” на компонентата О — УУ до връх 
з' , който е свързан с всички върхове на IV . В С 3 за разделянето 
на з / и I също са необходими к върха. Тъй като в О — има 
поне два върха, то С 3 има по-малко ребра, отколкото в О. В 
0 8 съществуват к независими ( з' — пътя, тъй като С е конт¬ 
рапример с минимален брой ребра. Частите на тези пътища от 
I до 1 V имат точно един общ връх и той е /, т.е. точно един от 

тези пътища е (I — ги) път, ги Е IV. 

Аналогично, можем да получим к пътя^от з до IV , всеки два 
от които имат точно един общ връх и той е з, т.е. точно един 
от тези пътища е (<§ — ги) път, ги Е IV. Дсно е, че ако обединим 








82 


Гл.1. Теория на графигги^ Алгоритмичен подход 



противоречие. 



«ество IV с к върха, разделящо * и I. 
-краткия (най-малко ребра) (а - I) път 

(.5, VI, Щ, •••, V), 0 - 



= {^} У иъ и ^2 = {^2} и ^0 


са /с елементни множества, разделящи 8 и1. Тъй като I и ^ не 
са съседни, 5 е съединен с всички върхове от Ид. 

Аналогично, тъй като 5 и ^ не са съседни, то I е съедипен 
с всички върхове от \У 2 - Тъй като \У\ П И ^2 ф 0> следва, че 5 
и I имат поне един общ съсед. Такъв е всеки връх от \Уо, а 
|и/ 0 ) = к-1 > 1. Това противоречи на (*) ... (**). С това 

теоремата, е доказана. 

От теореми 5.5 и 5.6 следва, че: 


СЛЕДСТВИЕ 1. Графът С е к-свързап (к > 2) тогава и само 
тогава, когато има поне два върха и всеки два негови върха мо¬ 
гат да бъдат съединени с к независими (върхово непресичащи се) 
пътища. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Графът С е к-ребрено-свързан (к > 2) тогава 
и само тогава, когато има поне два върха и всеки два негови върха 
могат да се съединят с к-ребрено-непресичащи се пътища. 
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3. Съчетания по двоики (Сдвоявания) 

Ще разгледаме една на пръв поглед ”несериозна” задача, ко¬ 
ято е емблематична за един много широк клас огггимизационпи 
проблеми. 

ЗАДАЧА 5.5. (Задача за сватбите) Имаме тп момичета и п момчета. Зна- 
ем за всяко от момичетата кои момчета познава. При какви условия можем 
да омъжим всички момичета, като не стигаме дотам да омъжим момиче за 
момче, което не познава. 


Разбира се, в горната задача се визира моногамния случай 
(никое момче пе се жени за две или повече момичета и обратно). 
Задачата е интересна и в полигамния случай. 

На езика па теория на графите задачата може да се преведе 
така. Даден е биполярен граф С = (Х,У, А), в който върховете 
хх, Х 2 , %т са съответни на всяко от момичетата, а върхове¬ 
те У 2 , у п са съответни па всяко от момчетата. Реброто 

(х г , у 3 ) е от графа тогава и само тогава, когато у 3 е момче, което 
момичето х г познава. 

При какви условия можем да намерим такова множество от 
независими ребра (всеки две от тях нямат общ връх), което ”на¬ 
сища” върховете па множеството X? 

Всяко множество от независими ребра в графа се нарича 

сдвоявапе (съчетание по двойки)^ 

Сдвояването с най-голям брои ребра се нарича максимално 

Върхът V се нарича наситен за сдвояването М, ако този връх 
се явява краен за ребро от М. 


ПРИМЕР 5.1. Да разгледаме графите С\ и С 2 . 



а 



У 1 
У2 

Уз 

2/4 


В графа С, множеството ребра {е, д} е сдвоявапе но то не 
е максимално. Максимално е например сдвояването {/», Ь , й}, 
каюо и сдвояването {//, с, а } 
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__ ГлЛ • Геория ,,а _ ^У- Лл горцт> ,„„„, ^ 

В биполярния граф 0 2 от примера максималното сдволп 

Ме с мощност 3. айе 

В графа 0\ върхът г* е наситен за сдвояването М = { е 
Р ^пуът VI е ненаситен. 0), 

Д °Нека С = (Х,У,А) е биполя Р«*- Казваме, че X се споява е 

V ако съществува сдвояване М за което всеки връх па X е 
наситен в М. Такова сдвояване М се нарича тлно сдвояване „ а 

Х Например, в графа 0 2 от примера, сдвояването {а, с, е} е 

“ Ъ п’т пебинипията е ясно, че пълното сдвояване в биполярния 
гпяА е максимално, но не всяко максимално сдвояване е пълно. 
Например, в биполярния граф в: 



V 


максималните сдвоявания (такива са {а, с} и {Ь, с}) пе са пъл 

сдвоявания на X с У. гпа л я п се па ри- 

Сдвоявания, насищащи всички върхове па гр ф » 

Ч ‘тГГ“^„Гр'«1»«то 1», 4. я • гр* е. » *Р- 

....!• • <) • 

5.1 е пълно (следователно и максимално), по то не Р 

— върхът Уа не е наситен. 

ЗАДАЧА 5.6. Верни ли са за произволен граф С твърденията. 

а) Всяко максимално сдвояване насища върховете на , 

б) Съществува максимално сдвояване, насищащо върховете • 

' Отг. Не. 

Формулираната вече задача 5.5 за сватбите може да сем 
дифицира и формулира в различна терминология. Папри 

ЗАДАЧА 5.7. (Задача за играчките) Имате т на брой деца и п «а брои 
играчки. Знае се за всяко от децата кои играчки харесва. Как да се Р а ^ 
делят играчките между децата (всяко дете получава една играчка^, та 
максимален брой деца да получат желана от тях играчка? 
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ЗАДАЧА 5.8. (Задача за назначенията) Дадени са тп работника и и дей¬ 
ности. Знае се за всеки от работниците кои дейности може да извършва. 
До какъв начин да се разпределят дейностите (на всеки работник се възла¬ 
га най-много една дейност), така че максимален брой работници да бъдат 

ангажирани. 

Съществуват десетки интерпретации на така наречената за¬ 
дача за сватбите — максимален брой сделки, които трябва да 
осъществи посредник, получаващ комисион от всяка сделка; мак¬ 
симален брой игри, които могат да се осъществят в компютърен 
клуб И Т.Н. И ТЛ1. 

В този параграф ние ще разгледаме максимални сдвоявания, 
които са максимални по мощност (брой па участващите в тях 
ребра). В следващата глава иа всяко ребро ще съпоставим тег¬ 
ло (коефициент иа целесъобразност) и търсим сдвоявания, чие- 
то сумарно тегло е максимално. Ясно е, че в този случай няма 
да бъде задължително да търсим сдвояване с максимален брой 
ребра, тъй като то може да не е сдвояването с максимално су¬ 
марно тегло. 

4. Сдвоявания в биполярни графи 

Да се върнем сега отново на задача 5.5. Нека С = (Х,У,А) 
е биполярният граф, съответен на задачата за сватбите и 6 1 е 
произволно множество от момичета, т.е. 5 С I, За множест¬ 
вото 6* и съответното му множество Г(5'), което е подмножество 
на У, има три възможности: 

а) |5| > |Г(5)|, т.е. |5| - |Г(5)| > 0; 

б) |$| = |Г(5)|,т.е. |5|-|Г(5)| = 0; 

в) |$| < |Г(5)|, т.е. |5| - |Г(5)| < 0. 

Очевидно в първия случай няма пълно сдвояване на 5* с Г(5*) 
и всяко сдвояване М в графа ще насища не повече от |Г(6 , )| 
върха на 5. 

Да означим със а(5) разликата |5| — |Г(5)|. Величината ст(5) 
се нарича дефицит па множеството 5 [3]. 

От казаното следва, че за сдвояването М имаме 

(5-5) \М\ < |Х|-а(5). 

Тъй като (5.5) е в сила за всяко 3 С X следва, че за произ- 
волно сдвояване М имаме 

(5.В) \ М \ < |ДГ| - тах{<т(5’)}. 
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Гл.1. Теория^ па графите^ Алгорит.ьтчен подход 


Максималният от всички дефицити се нарича дефицит па гт 
фа С, т.е. 


сг{С) = шах{|5| - |Г(5)|}. 
С други думи, (5.6) може да се запише 


(5.7) 


\М\<\Х\-а(0). 


Обърнете впимание, че ако всички дефицити а(3) са по-малки 
или равни на 0 (случаите б) и в)), дефицитът на графа а(0) = 0, 
тъй като за сдвояването М = 0 имаме \М\ = 0. С други думи’ 
за произволен граф О дефицитът сг(О) > 0. 

Ще формулираме сега теоремата на Хол: 


> ТЕОРЕМА 5.7. (Теорема па На11) В биполярпия граф С - (X, 

X, А) съществува пълно сдвоявапе тогава и само тогава, когато 
за УЗ С X 

\8\-\Т(3)\<0, (т.е. о(С) = 0). 


Ще формулираме теоремата на Хол и на езика на сватбите: 

> ТЕОРЕМА 5.8. Задачата за сватбите има решение тогава и 
само тогава, когато всеки к момичета познават общо не по-мал- 
ко от к момчета, 1 < к < т, където т е броят па момичетата. 


Теорема 5.7 е доказана и от Халмош и Воган в [201 като иде¬ 
ята за тяхното доказателство е дадена от Болобаш в [121 с езика 
па сватбите (т.е. настоящата теорема). 1 ] 


Доказателство: Необходимост: Необходимостта е оче¬ 
видна поради направените вече коментари (ако |5'| > |Г(5’)| след¬ 
ва, че не съществува пълно сдвоявапе). IV;!? 

Достатъчност: Да приложим индукция относно броя т на 
момичетата. При т = 1 твърдението е вярно. Да допуснем че 
за т > 2 условието ”всеки к момичета познават общо не по-мал¬ 
ко о г к момчета е достатъчно условие за по-малки стойности 
от т. 

1. Да допуснем, че всеки к момичета, 1 к <с тп, познават 
общо поне к 1 момчета. В такъв случаи уреждаме 55 една про¬ 
изволна сватба. Оставащите множества от момичета и момчета 
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удовлетворяват условието и според индуктивното допускане ос¬ 
таналите п — 1 момичета могат да бъдат омъжени. 

2. Да. допуснем, че за някое к има к момичета, които познават 
общо точно к момчета. В този случай да омъжим тези к моми¬ 
чета за тези к момчета. За оставащите множества от момичета 
и момчета условието на твърдението е изпълнено. Наистина, 
ако допуснем, че няки / неомъжени все още момичета познават 
по-малко от / на брой от останалите момчета, то споменатите 
к + / момичета ще познават по-малко от к + / момчета, което е 
невъзможно. Според индуктивното допускане оставащите моми¬ 
чета могат да бъдат омъжени за някои от оставащите момчета. 

С това теоремата е доказана. 

Други по-формални доказателства па теоремата на Хол мо¬ 
жете да намерите в [12], [3] и др. 

СЛЕДСТВИЕ 1. За всеки еднороден биполярен граф съществу¬ 
ва пълно сдвояване. 

Верността директно следва от теоремата на Хол. 

И така, от теоремата на Хол следва, че ако дефицитът на 
графа сг(С) = 0, то в максималното сдвояване за биполярния 
граф С = ( Х,У,А ) броят на ребрата е точно \Х\ - т.е. 

равенството в (5.7) се постига. 

Може да се докаже, че и при сгГС) > 0 броят на ребрата в 
максималното сдвояване е |Х| — сг((7). Достатъчно е да се доба¬ 
вят о(С) върха към У и да ги съединим с всички върхове от X. 
Полученият по този пачин нов граф удовлетворява условието 
за съществуване на пълно сдвояване. Това дава основание да 
формулираме следната теорема на Къопиг: 

> ТЕОРЕМА 5.9. Броят на ребрата в максималното сдвоява¬ 
не за биполярния граф С — (X, У, А) е равен на |Х| — ег((7), където 

&{С) е дефицитът па графа. < 

СЛЕДСТВИЕ 1. Можем да омъжим всичките момичета, с 
изключение ни (I от лаях тоъиви и симо то 2 иви } коъито които и 
да са к момичета познават общо поне к — д, момчета. 

СЛЕДСТВИЕ 2. (Полигамия - г-тото момче възнамерява да се 
ожени за (Ц люлгичета) Биполярпият граф С съдържа подграф II, 
такъв, че (1ц(х г ) = б г и 0 < дн(Уз) < 1 тогава и само тогава, 
когато 

^2 * < 1 г ( 5 )| с х - 
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Гл.1. Теория на графитпс^ Ал^оршпминен^ подход 


Верността на твърдението лесно се установява с помощта на 
теоремата на Хол. Заменете всеки връх Х{ с а г върха, съеди¬ 
нени с всички върхове от Г(ж г ). В новия граф ще съществува 
подграф Н тогава и само тогава, когато има сдвояване на новия 
клас върхове X с върхове от У . 

СЛЕДСТВИЕ 3. Ако С - (X, У, А) е бипояярен граф, за който 

шш{ф)} > та М(1{у)}, 

х^Х у€Г 

то съществува пълно сдвояване на X с У. 


Доказателство: Нека Х г С X. Да означим с А 1 множес¬ 
твото ребра, инцидентни с върховете Х ^, а с А? множеството 
ребра, инцидентни с Г(Х 1 ). Тогава 

| А \| > \Х \|и \А 2 \ < |Г(Х 1 )И 2 , където 

= гшп{</(ж)}, а д 2 = та х{д{у)}. 
х^Х у€:У 

Очевидно А\ С А 2 , ето защо 


(5.8) \Хг\йг < \А,\ < \А 2 \ < |Г(Х1)|<* 2 . 

По условие > 62 , следователно 


(5.9) 


— < — 
(1\ д 2 


От (5.8) и (5.9) следва, че 

№1 < |Г№)|, \/Х г С X. 

От теоремата па Хол следва, че съществува пълно сдвояване 
па X и У. 4 

”Несериозпата” задача за сватбите може да се формулира в 
”по-сериозпа” терминология така. Нека М е непразно крайпо 
множество, а Е = {Е\, Е 2 , ..., Е г } е фамилия от непразни под¬ 
множества на М (не обезателно различни). Система различни 
преставители на фамилията Е (трансферзала) се нарича мно¬ 
жеството от г различпи елементи на М по един от всяко Р%. 






г К-гябУза ни графи. Сдвояваипя, П окрития 
^^^ == ^===== ^ - = 

Например, ако 

м - {!» 2, 3, 4, 5} и 

Г\ = {1, 4, 5}, Р 2 = {1, 4, 5}, Р 3 = {1, 2, 4}, 
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то 


множеството {1, 4, 2} е трансферзала па фамилията 


*2, ^з}. 


Ясно е, че не за всяка фамилия от подмножества, съществу¬ 
ва система различни представители (трансферзала). Например, 

яКО 

А = {1, 5} = Р 2 , Р 3 = {5, 4} и Р 4 = {1, 4}, 

то за тази фамилия няма трансферзала. 

Ако поставим въпроса при какви условия за фамилията Р 
съществува трансферзала, можем да направим следното. Да 
построим биполярпия граф 0 = (X, У, А), в който: 

1) върхът Х{ Е X е съответен на множеството Р{ от фамили¬ 
ята Р\ 

2) върхът у г Е У съответства на елемента г Е М; 

3) реброто (х{,у 3 ) 6 А, точно когато 6 Р г . 

Оттук е ясно, че поставеният въпрос за съществуване на 
трансферзала е еквивалентен със задачата за намиране па пъл¬ 
но сдвояване на X и У в горепостроения граф. Теоремата на 
Хол на езика на теория на трансферзалите може да се форму¬ 
лира така: 

> ТЕОРЕМА 5.10. Пека М е непразно множество и Р = {Рг, 

_Р 2 , ..., Т г } е фамилия от негови подмножества. Фамилията Р 
има трансферзала тогава и само тогава, когато обединението па 
произволни к (1 < к < г) подмножества Р{ съдържа не по-малко 
от к елемента па М. < 

Комбинаторно доказателство на тази теорема, без използване 
теория на графите, е направено от Радо в [21]. 

Матриците, имащи само нулеви и единични елементи, се на¬ 
ричат (0,1 ^-матрици. В такива матрици всеки ред или стълб се 
нарича още линия. 

> ТЕОРЕМА 5.11. (Къониг - Егервари) Минималният брой ли¬ 
нии, съдържащи всички ”единици на (0,1 ^-матрица е равен на 
максималния брой ” единици”, никои две от които не лежат па 
( 'диа линия в матрицата. 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 


Доказателство: [13] Да означим с А (0,1)-матрицата. 
Два елемента на А ще наричаме независими, когато не лежат 
на една и съща линия, т.е. а .{ 3 и са независими тогава и само 
тогава, когато г ф к и ] ф I. 

Да означим с тп мипималния брой линии, покриващи еди¬ 
ниците на А , а с п максималния брои две по две независими 
единици. Очевидно п < ш, загцото ако допуснем противното, 
от принципа па Дирихле веднага ще стигнем до противоречие 
с ”независимостта” на единиците. За да покажем равенството 
п = т, е достатъчно да покажем съществуването на система от 
тп две по две независими единици. 

Да направим произволно покритие па единиците в А с т ли¬ 
нии, като при това тези т линии са всъщност р реда и ^ стълба, 
т.е. р + д = 777 . Без ограничение па общността можем да счи¬ 
таме, че всичките едипици са разположени в първите р реда и 
^ стълба (разместването на редове или стълбове не променя т 
или 7 г). Да разгледаме множествата 2Д, Е 2 , Е р , където Е г е 

съставено от индексите Д за които ) > д и а { 3 = 1 . 

Например за матрицата 


1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

• О 

0 

1 

0 

0 

0 
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^ = 2 

е1 = {4, 6}, Е 2 = {3, 6}, Я 3 = {3, 5, 6}. 

Ако Д, Д, ..., Д е трасферзала (система от различни предста¬ 
вители) на множествата Е и Е 2 , ..., Е р , то очевидно а ъ -,, а 2<72 , 
а рзр бъдат две по две независими единици, лежащи в първите 
р реда и вън от първите <7 стълба. 

Множествата Е \, Д 2 , •••> Е р удовлетворяват теоремата на 
Хол (вж. теорема 5.10). Наистина, да допуснем противното, 
т.е. съществуват к индекса Д, г 2 , ..., Д, 1 < к < р, така че 

и е 12 и ...Е 1к 

съдържа не повече от к — 1 елемента. Следователно в редове¬ 
те с номера Д, г 2 , ..., г^ се съдържат < к — 1 единици извън 
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първите ^ стълба. Тогава можем да построим ново покритие на 
единиците в А така: взимаме всички редове с номер г, 1 < г < р 
и г ф Ч, * 2 ? Ч, първите д стълба и още к — 1 стълба, съдър¬ 
жащи тези к — 1 единици. Построеното покритие съдържа т — 1 
линии, което противоречи на мииималпостта на т. 

Щом множествата Е\, Е 2 , ..., Е р удовлетворяват теоремата 
па Хол, следва, че за тези множества съществува трансферзала 
или, което е същото, съществуват р независими единици, лежа¬ 
щи в първите р реда и извън първите д стълба. 

Аналогично, ако разгледаме първите д стълба, ще получим 
д независими единици, лежащи в тях, които са вън от първите 
р реда. 

Очевидно всяка единица от първата система е независима с 
всяка единица от втората система, поради което се получават 
общо р + д = т две по две независими единици, с което доказа¬ 
телството е направено. 


Теоремата на Хол също може да се докаже като следствие от 
теоремата на Кьопинг. 

Очевидно теоремата на Кьонинг - Егервари може да се переф- 
разира по следния начип. Нека М е (0,1) матрица с т реда и п 
стълба. Да построим биполярен граф О = (Х,У,А) по следния 
начин: 

1. върховете х г (Е X, г = 1, 2, ..., ш, са съответни па редовете 
па матрицата М ; 

2. върховете № 6 У, « = 1. % са съответни иа стълбо- 

вете на матрицата М ; 

3. реброто (х г ,у г ) е Л, ако (м) елементът на М е равен на 1. 
Ако разглеждаме върха като покриващ всички инцидентни с 

него ребра, теоремата па Кьопинг - Егервари може да форму¬ 
лираме така. ” Минималният брой върхове в биполярния граф 
а които покриват всички ребра, е равен на броя на ребрата в 
максималното сдвояване за графа. ^вж. теорема о. .) 

5. Сдвоявания в произволни графи 

ттт ттппга за съществуване на максимални 

Ше анализираме въпроса за ^ и) . За 

сдвоявания в произволни грасри 

целта ше въведем някои допълнителни понятия. 

Ако С - (V А) е произволен граф и М е сдвояване в С реб- 

ната от с таоява нето М ше наричаме тшни ребра на графа за 
риа ог сдвояв , които ще наричаме светли. 

разлика от другите ребра, коиш ш I 
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Гл.1. Теория на графите. А^ортпминен подход 


Припомняме, че върховете ипцидептни с ребра от М (т.е. 
тъмни ребра) наричаме наситени върхове за разлика от другите 
върхове, които наричаме ненаситени върхове. 

Редуваща се (алтернативна) верига в графа С относно сдвоя- 
ването М ще наричаме всяка верига от ребра, в която алтерна¬ 
тивно участват тъмни и светли ребра. 

Редуваща се верига относно сдвояването М, па която начал¬ 
ния и крайния връх са ненаситени (експонирани), се нарича ауг- 
ментална (усилваща) верига. 

ПРИМЕР 5.2. 


Уз 



а) б) 

В графа С от подточка а) удебелените ребра са ребра на сдвояването М. 
Наситените върхове относно това сдвояване са върховете н 8 , »г, *>2, »з, у*, 

Ьб Тъмните ребра са маркирани с ”М”, пунктираните ребра са светли. 

Веригата (и 8 , » 2> уз, «4, «е) е редуваща се (алтернативна) верига относно 
сдвояването М. Тази алтернативна верига не е аугментална (усилваща), тъй 
като единият от крайните й върхове е наситен (в случая и двата крайни върха 
са наситени). 

Веригата (щ, » 8 , »7, «4, «е, н 5 ) е аугментална верига, тъй като е алтер¬ 
нативна верига, на която крайните върхове гл и уъ са ненаситени относно 
сдвояването М. Веригата е усилваща, защото ако в нея светлите ребра нап¬ 
равим тъмни и обратно, тъмните — светли, ще получим ново сдвояване, в 
което броят на ребрата ще се увеличи с единица. В подточка а) сдвояването 
М е с мощност 3, а сдвояването М в подточка б) е с мощност 4. 

Относно сдвояването М в подточка б) не съществуват усилващи вериги 
(всички върхове са наситени). Това сдвояване М, \М\ = 4, е максимално 
за графа С. В един граф С може да съществуват различни (по състав на 

ребрата) максимални сдвоявания. 

В сила е следното важно твърдение, доказано от Берж в [5]: 

> ТЕОРЕМА 5.12. (Теорема на Берж) Сдвояването М в графа 
С е максимално тогава и само тогава, когато в графа не същес¬ 
твуват усилващи относно М вериги. 
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Доказателство: Необходимост: Нека сдвояиането М тах 
е максимално, т.е. за всяко сдвояване М имаме 


(5.10) 


\М\ < | М тах 


Да допуснем, че относно М тах съществува усилваща верига Р 
(с Р означаваме веригата и множеството от нейните ребра) с 
крайни върхове У\ и които са пенаситепи. Ако светлите реб¬ 
ра от веригата Р направим тъмни, а тъмните — светли, в графа 
О ще получим едно ново множество М от тъмни ребра. Това 
множество М от тъмни ребра очевидно е сдвояване в (7, тъй 
като крайните върхове и г >2 са били ненаситени и М тах е 
сдвояване. 

Освен това, очевидно за новото сдвояване М имаме 


\М\ = \М т ах \ + 1? 


което противоречи на (5.10). 


Достатъчност: Пека сега М е сдвояване, относно което не 
съществува увеличаваща верига в графа О и нека М тах е едно 
максимално сдвояване. 

Да построим покриват подграф О р , състоящ се от ребрата 
(М и М тах ) -(МП Мтах) И ВСИЧКИ върхове на а. Степените на 
всички върхове от О р са < 2 (допускането на противното води 
До противоречие с факта, че М и М тах са сдвоявания). Следо- 
вателно подграфът С р се състои от една или повече свързани 
компоненти, всяка от които е или изолиран връх, или прос1а 
верига, или прост цикъл, както е показано па чертежа долу. 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 






Пунктираните ребра са от М тах , а другите от М. 

Верига от тип (2) не съществува, тъй като е увеличаваща 
относно М верига, а такива по предположение няма. 

Верига от тип (3) също не съществува, тъй като тя е уве¬ 
личаваща относно М тах , което противоречи на максималността 
на Мтах (виж необходимостта). 

С други думи, не съществуват вериги от тип (2) и (3), в 
които крайните върхове са наситени в едно от сдвояванията. 

Цикъл от типа (5) с нечетен брой ребра пе съществува. До¬ 
пускането на противното води до противоречие с това, че М и 
М тах са сдвоявапия, т.е. никои две ребра в тези множества не 
са съседни. 

Следователно, възможни са графи (компоненти) от типа (1), 
(4) и цикъл от типа (5) с четеп брой ребра. За всеки такъв 
граф броят ребра п(М) в Ме равен на броя ребра п(М тах ) в 
М тах • Тъй като това е вярно за всяка свързана компонента к 
на графа О р , то 


^ ] П'к(М') — ^ ^ 'П'к(М т ах')) 
к к 


където Пк(М) и Пк(Мтах) са съответно броят на ребрата в ком- 
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понептата принадлежащи съответно на М и М тах . Следова¬ 
телно 


\М\ — |МПМ тах | + Х>(М) — |МПМ тадд | + У; Пк{М т ах ) — |-^тах1? 




к 


т.е. М се явява максимално сдвояване. 


< 


Алгоритъмът за намиране на максимално сдвояване по мощ¬ 
ност (брой ребра), който ще бъде разгледан в следващата гла¬ 
ва, се базира на доказаната теорема на Берж. 

ЗАДАЧА 5.9. Да се докаже, че в бииолярнил граф С = (X, У, А), чиято 
максимална степен на връх е Д, т.е. 



а) съществува сдвояване М\, което насища всички върхове от X, чиято 
степен е Д; 

б) съществува сдвояване Мг, което насища всички върхове от V, чиято 
степен е Д. 

Упътване: Виж следствие 3 от теорема 5.9. 

ЗАДАЧА 5.10. (Теорема на Менделсон и Далмедж.) Нека С = (Х,У,А) е 
бинолярен граф, а М, е сдвояване на X, С X с У; С У, г = 1, 2. Да се докаже, 
че съществува сдвояване М 1 С М\ С) Мг, което насища Хх и Уг- 

Упътване: Разгледайте граф С' = X 1 У Хг, У\ и У 2 , М\ Ц) Мг). От доказа¬ 
телството на теоремата на Берж следва, че всички компоненти на този граф 
са пътища или цикли от ребра, принадлежащи алтернативно на М 1 и Мг, т.е. 
степените на върховете на този граф са < 2. 

ЗАДАЧА 5.11. Да се докаже, че в биполярния граф С = (X, У, А) същест¬ 
вува сдвояване, насищащо всички върхове на графа с максимална степен. 

Упътване: Верността е директо следствие от задачи 5.9 и 5.10. 

ЗАДАЧА 5.12. Нека С = (X, У, Д) е бинолярен граф с максимална степен 
на връх Д. Да се докаже, че множеството ребра на графа може да се разбие 
на Д сдвоявания. 

Решение: От задача 5.11 следва, че съществува сдвояване Мх, насищащо 
всички върхове от степен Д. Очевидно в биполярия граф С = (X, У, А — Мх) 
максималната степен е Д — 1. Пак поради задача 5.11 в него има сдвояване Мг, 
насищащо всички върхове от степен Д — 1 и т.н. докато се построи последо¬ 
вателността от непразни сдвоявания М 1 , Мг, •••, Мд, образуващи разбиване 
на А. 


Ще формулираме без доказателство теоремата на Тат (\Х. Т. 
ТиБе), даваща условия за съществуване на съвършено (покри¬ 
ващо) сдвояване в графа О. 
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Гл.1. Теория на графите. Алгоритминен подход 


Една компонента п графа С — (Е, Л) се нарича нечетна , ако 
има нечетен брой върхове, и четна в противен случай. 

Ако 5 С У, то с р 0 (5) се бележи броят иа нечетните компо¬ 
ненти в графа 0-5. 

> ТЕОРЕМА 5.13. (Теорема на Тат) В графа О = (Е,Л) има 
съвършено сдвояване тогава и само тогава, когато 

ро(5) < |Я за С V. 


< 


6. Ребрени покрития в графи 

В предишната подточка във връзка със задачата за назначе¬ 
нията и сватбите формулирахме два основни типа реални зада¬ 
чи: 



ЗАДАЧА (1). Намирапе на максимално по мощност 
сдвояване М (максимален рой ребра); 


ЗАДА ЧА (2). Намиране па сдвояване М с максимално 
тегло (максимално сумарно тегло на участващите в него 
ребра). 


Ясно е, че задачите от горните два типа са различни, т.е. не 
всяко максимално по мощност сдвояване е максимално но тегло. 


ПРИМЕР 5.3. Търговец на коли разполага със списък от клиенти, всеки 
от които иска да купи точно една кола. Търговецът знае за всеки от клиентите 
кол от наличните коли е склонен да купи. 

ЗАДАЧА (1). Какъв е най-големият брой сделки, които мо¬ 
же да реализира търговецът (търговецът получава един и съш 
комисион от всяка сделка)? 

ЗАДАЧА (2). Ако търговецът знае теглото на своя комисион 
от всяка сделка (т.е. може да получава различни суми за раз¬ 
личните сделки), кои сделки трябва да сключи, за да получи 
максималпа печалба за себе си? 
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Например, на чертежа по-долу в биполярния граф О = ( X , У, А) 
X е множеството от клиенти—купувачи, У е множеството от ко¬ 
ли за продан, а А е множеството от ребра, посочващи за всеки 
ох клиентите коя кола е склонен да купува. Числата, припи¬ 
сани на всяко от ребрата А, са печалбата в стотици лева за 
търговеца при осъществяване па съответната сделка. 



У 


Очевидно, ако всички тегла бяха равни на единица, търго¬ 
вецът спокойно може да осъществи сделките (жх,^), ( х 2 ,у 2 ) и 
(жз,у 4 ). Това е максималният брой сделки (максимално по мощ¬ 
ност сдвояване). 

Тъй като обаче в конкретната ситуация различните сделки 
са с различна тежест, търговецът би получил профит, равен на 
1 + 2 + 3 = 6, ако реализира най-големия брой сделки. За не¬ 
го по-изгодно би било да реализира само две сделки, например 
(*1,Уг), ( ж2? 2/4 )^ които биха му донесли печалба 9 + 10 = 19. 

С други думи, ЗАДАЧА (1) и ЗАДАЧА (2) очевидно са раз¬ 
лични и съдържателни. Разбира се, двата типа цитирани зада¬ 
чи могат да се разглеждат не само в биполярни, а в графи от 
общ тип. 

Ще въведем понятието ребрено покритие, свързапо с други 
Два типа (класа) оптимизационни задачи. 

Нека С = (У, А) е граф. Множеството ребра СС Асе нарича 
Ребрено покритие на графа (7, ако всеки връх на графа О е краен 
в Ръх на ребро от С. 

Например на чертежа долу са изобразени ребрени покрития 
11а графите С г и С 2 : 
















Граф 0 1 Граф С 2 

Покритието С в графа 0 2 се явява и сдвояване, което не може 
да се каже за покритието С в графа 0\. 

Очевидно множеството от всички ребра на графа се явява 
ребрено покритие на графа и е резонно да се търси минималния 
брой ребра, с които могат да се покрият върховете на графа. 

Ребреното покритие с минимален брой ребра се нарича ми¬ 
нимално (по мощност) ребрено покритие. 

Яспо е, че ако ребрата на графа имат приписани тегла, може 
да се търси не минималното по брой ребра покритие, а покри¬ 
тието с минимално сумарно тегло. Такова покритие се нарича 
ребрено покритие с минимално тегло. 

Например, в горе цитирания граф 0\ покритието С е мини¬ 
мално по мощност ребрено покритие, \С\ = 3. Очевидно обаче 
това покритие не е ребрено покритие с минимално тегло, тъй 
като покритието, състоящо се от ребрата с тегла 5, 1, 2, 4 е пок¬ 
ритие с тегло 12, докато минималното по мощност покритие С 
е с тегло 17. Не е трудно да се види, че цитираното покритие с 
тегло 12 не е покритие с минимално тегло, тъй като съществува 
покритие с тегло 5 4-1 + 4 = 10. 


ПРИМЕР 5.4. Налага се в югозападния регион на страната, състоящ се от 
]0 основни селищни системи, да се сформира комисия по опазване на окол¬ 
ната среда. При това комисията трябва да включва поне по 1 представител 
от всяка селищна система и поне по 1 представител на всяка от 15-те пар¬ 
ламентарно представени партии. Представени са за участие в тази комисия 
120 кандидати. Да се определи съставът на комисията така, че да включва 
минимален брой членове, като са изпълнени споменатите изисквания 

Очевидно, ако построим граф, състоящ се от 10 върха съответни на се¬ 
лищните системи, плюс 15 върха съответни на всяка парламентарна партия, 
т.е. граф с 25 върха, в който всяка от 120-те кандидатури е ребро свързва¬ 
що съответната селищна система, от която е кандидатът, с парламентарната 
партия, която кандидатът представлява, задачата се свежда до определяне на 
минимално по мощност ребрено покритие за построения граф. 

Пе е трудно да се съобрази, че ако на ребрата в графа съпоставим някакви 
тегла (напр. необходими бюджетни разходи за участие на съответния канди¬ 
дат в комисията), можем да модифицираме задачата до задача за търсене на 
ребрено покритие с минимално (сумарно) тегло. 
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В резюме, налице са следните два нови класа реални опти¬ 
мизационни задачи: 



ЗАДА ЧА (3). Намиране на минимално по мощност пок¬ 
ритие С (покритие с минимален брой ребра). 


ЗАДАЧА (4). Намиране на покритие С с минимално 
тегло. 


Ще покажем, че редица други проблеми и задачи, които са 
съдържателни, лесно се свеждат до споменатите вече четири 
ос новни типа задачи. _ 

~А)ТЪРСЕНЕНА СДВОЯВАНЕСМШЙМАЛНА МОЩНОСТ: 

Задачата е тривиална, тъй като сдвоявапето с нула ребра, 
т.е. \М\ =■ 0 е сдвояване с минимална мощност. 

Б) ТЪРСЕНЕ НА СДВОЯВАНЕ С МИНИМАЛНО ТЕГЛО: 


Ако всички ребра са а с неотрицателно тегло, задачата от¬ 
ново е тривиална, тъй като сдвояванего с нулева мощност е 
сдвояването с минимално тегло. Ако теглата на някои от реб¬ 
рата са отрицателни (отрицателните разходи за една комуни¬ 
кация (ребро) могат да се иптерпретират като печалба от тази 
комуникация), задачата лесно може да се реши така: 

1. Изключват се от разглеждане ребрата, имащи пеотри- 
цателно тегло, а теглата, които са отрицателни, се заменят с 
противоположни стойности. 

2. Намира се сдвояване с максимално тегло, т.е. ЗАДАЧА 
(2). Ясно е, че ребрата в намереното сдвояване са сдвояване с 
минимално тегло за изходния граф. С други думи, задача Б) е 
еквивалентна на ЗАДАЧА (2). 

Т^ГЪРСШЕПА 1ШрШ^Ес1ш<ШшП1А ШШшОСТ: 

Както вече споменахме, задачата е тривиална, тъй като пок¬ 
ритието, състоящо се от всчики ребра на графа (разглеждаме 
графи без изолирани върхове), представлява покритие с макси- 
малн а мощност. _ 

Г Г) ТЪРСЕНЕ НА ПОКРИТИЕ сЛакСИМАЛНО ТЕГЛО: 
Очевидно в такова покритие ще участват всички ребра с поло- 
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жително тегло. Ако тези ребра не са достатъчни, за да покрият 
всички върхове на графа, то в това покритие трябва да се вклю¬ 
чат допълнително и някои ребра с неположително тегло, така 
че графът да се покрие. Очевидно, ако за непрокритите вър¬ 
хове потърсим покритие с минимално тегло, но след като сме 
обърнали знака на неположителните тегла, т.е. ЗАДА ЧА (4), ще 
осъществим оптимален избор на допълнителни ребра, гаранти¬ 
ращи получаване на покритието с максимално тегло. С други 
думи, Г) се свежда до ЗАДАЧА (4). 

Между основните ЗАДАЧА (1) и ЗАДАЧА (3), т.е. между за¬ 
дачата за търсене на максимално по мощност сдвояване и зада¬ 
чата за търсене на мипимално по мощност покритие, съществу¬ 
ва връзка, която дава възможност решението на едната задача 
да генерира решение на другата и обратно. 

Ла означим \М тах \ = ац и \С т { п \ = /3\, т.е. ац е броя на ребра¬ 
та в максималното по мощност ребрено сдвояване, а (5\ е броя 
на ребрата в минималното по мощност ребрено покритие. 

В сила е следното твърдение: 

> ТЕОРЕМА 5.14. Ако С = (У, А) е прост граф с п върха, който 
няма изолирани върхове, то «1 + (3\ — п. < 


Верността на това твърдение е следствие от разсъждения¬ 
та, които ще направим по-долу. Да разгледаме следните две 
процедури: 

Нека М е произволно сдвояване в графа О. 

Избираме произволен връх V, ненаситен от ребро на М. До¬ 
бавяме към М произволно ребро, инцидентно с V. 

Повтаряме тази процедура докато съществуват непаситепи 
върхове (т.е. за всички върхове V , които не са инцидентни с 
ребро от М). 

Да означим с С* полученото покритие в графа. 

Нека С е произволно покритие в графа С. 

Избираме произволен връх п, инцидентен с повече от едно реб¬ 
ро на С . Изключваме от С произволно ребро, инцидентно с 
такъв връх V. 

Повтаряме процедурата, докато съществуват върхове V , ин¬ 
цидентни с повече от едно ребро на С . 

Очевидно полученото в резултат на тази процедура множес¬ 
тво от ребра М * ще бъде сдвояване в графа С. 

И така, с горните две процедури ние можем да преминава¬ 
ме от произволно сдвояване М към покритие С* (чрез добавяне 


Процедура 2. 


Процедура 1. 
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ч т , пт произволно покритие С (чрез отстраняване на 
0 » сдвояване М*. 

р 6 бр а / ка жем, че ако сдвояаването М, от което стартира про- 
Ш е Д 1 е максимално по мощност, т.е. 

“ е,ЯУРа ’ |М| = |М та1 | = «1, 

чаваното в резултат на тази процедура покритие С* е 
т0 П °^ттно по мощност покритие, т.е. 

|С*| = |С тв - п | = д. 

Аналогично, ако покритието С, от което стартира процедура 
минимално по мощност покритие, то получаваното в резул- 
е Т ази процедура сдвояване М* е максимално по мощност 

Удвояване, т.е. ако ^ = ^ = ^ 

то за получаваното сдвояване М* имаме 

\М*\ = \М тах \ = “1- 


Доказателство: Нека М тах е произволно максимално 
сдвояване, т.е. \М тах \ = а х . Очевидно сдвояването . М тах има 
а. ребра и 2<*1 върха. Тъй като ненаситените в графа върхове 
са п - 2ал и М шах е максимално сдвояване, ние ще получим с 
помощта на процедура 1 покритие С , което ще се състои от 

+ п — 2а-[ ребра, т.е. 

\С*\ -п - а 1 , т.е. 


(5.11) \М тах \ + \С*\ = п. 

Пека сега Ст{ п е минимално покритие в графа, т.е. има (3\ 
Ребра и естествено покрива тг-та върха в графа. Пено е, че ако 
приложим Д пъти процедура 2, поради минималността па С^гпгпч 
ние Д пъти ще отнемаме по едно ребро и наситеност на точно 
е диц връх. По този начин ще получим сдвояване М , което ще 
има п — Д върха и /3\ — Д ребра. Но във всяко сдвояване, следо¬ 
вателно и в М* броят на върховете е равен на два пъти броя 
" а Ребрата, т.е.’ 

п — А = 2(/?х — А); 
п — Д = 2А — 2А; 
п — /3\ = (3\ — А; 
п - А = |М*|; т.е. 
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(5.12) (Стт | + \М*\ — П. 

Равенствата (5.11) и (5.12) можем да запишем още така: 


(5.13) 


+ (3 — Д, 

Л + а = п, 


където с (3 сме означили \С*\ и с а сме означили |М*|. Ако 
извадим почлепно равенствата (5.13), ще получим 

(5.14) (а1-а) + (/3-р 1 ) = 0. 

Тъй като ах > а и /3 > /3\, то от (5.14) следва: 

(5.15) а = с *1 и /3 = /Зх, т.е. 

получаваното чрез процедура 1 покритие С* е минимално и по¬ 
лучаваното чрез процедура 2 сдвояване М * е максимално. От 
(5.13) следва, че 

а 1 + (3\ — Д, 

което всъщност искахме да докажем. 

С други думи, ако ние знаем (разполагаме с) максимално по 
мощност сдвояване в графа С, лесно ще решим задачата за па- 
миране на минимално по мощност покритие чрез процедура 1, 
както и обратната задача чрез процедура 2. 

За съжаление, подобна връзка каквато установихме между 
ЗАДАЧА (1) и ЗАДАЧА (3), не съществува между ЗАДАЧА (2) 
и ЗАДАЧА (4), т.е. между задачата за сдвояване с максимално 
тегло и задачата за покритие с минималпо тегло. 

По-късно в следващата глава ще разгледаме алгоритми за 
решаване на ЗАДАЧА ( 1 ), ЗАДАЧА (2) и ЗАДАЧА (4), с което 
ще решим и редица други класове задачи, както стана, ясно от 
направените коментари. 

Освен това, решаването на цитираните горе три задачи се 
използва при реазилизането на алгоритми, търсещи Ойлерови 
вериги в графи и решаването па други проблеми не само в те¬ 
ория на графите. 

ЗАДАЧА 5.13. Нека С тт е минимално ребрено покритие в С, състоящо 
се от т свързани компоненти. Ла се докаже, че |С т , п | = (3\ = п — г. 

Упътване: В С т , п не съществуват цикли и пътища с дължина по-голяма 
от 2. Следователно всяка компонента на покритието С гпхп е дърво, в което 
всички ребра са инцидентни с общ връх. От това директно следва /3\ = п — г. 
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Ще разгледаме следните важни в теория на графите понятия, 

а именно; 

Нека 0 = (У,Г) е граф. Подмножеството 8 СУ се нарича не¬ 
зависимо множество в графа (7, ако никои два върха в 5 не са 
съседни. Независимото множество 8 се нарича още вътрешно 
устойчиво множество. С други думи, независимото множество 
8 е такова подмножество от върхове, за което 

^ПГ^) = 0. 


Независимото мпожество 5* се нарича максимално независимо 
множество , ако за всяко независимо мпожество 8' е изпълнено 

\5’\ < \8\* 

Броят върхове в максималното независимо множество на гра¬ 
фа 0 се нарича мярка за независимост (мярка за вътрешна ус¬ 
тойчивост) на графа (7 и се бележи с а 0 (О) или само а 0 [5]. 

Въвеждането и използването на това понятие е обусловено от 
често възникващи задачи за търсене на такива подмножества от 
върхове, които притежават отнапред зададени свойства. В слу¬ 
чая, търсене на максимално възможния брой върхове в графа, 
за които породения от тях подграф е напълно несвързан. 

На практика съществуват "противоположни реални задачи 
за намиране па максимален брой пунктове, всеки два от к ° ит ° 
са директно свързани, т.е. търсене на максимален пълен подграф 
(клика) в графа (7, породен от някакво подмножество _ • У к 

максималността е в смисъл, че за всяко друго множество вър 
хове II С 3 породеният от Н подграф не е пълен. . , 

кликата на практика не е нищо друго освен силно свързана ком¬ 
понента в графа, в която достижимостта е снрани гена д 

Ща с единична дължина (директпи пътища). 

Клика,, ото число в графа С се нарича още ггстота или плгт- 
Поап и се определя по апалогия с а 0 като максималния брои 

върхове в кликите на дадения граф. , ттлггтп ГП у5п кяяя 

Очевидно в един "плътен” граф синовото каз *' 

По е голямо я мяпката за независимост е малка и обра , . . 

м „._, шо ’ а мя Р ката мгргтвува така да се каже "противо- 
между тези две понятия съществу * максимално пезави- 
воложно" съотношение. Очевидно е и, _ 

симото множество в С е съответно на кликата в в и обратно. 

Поделят като независими множества 

г имо множество. 
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Съществува обаще още един клас задачи, в които се търси 
подмножество 8 от върхове с минимална мощност, така че всеки 
връх от множеството V — 8 да е достижим от 8 директно, т.е. 
чрез път с единична дължина. 

ПРИМЕР 5.5. Как да бъдат разположени телевизионни или други стан¬ 
ции, медицински или други пунктове, контролиращи дадена територия, така 
че с минимален брой такива пунктове да бъде покрита територията ? По- 
конкретно Да разгледаме следната топографска карта от 16 квартала. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 


Какъв е минималният брой пунктове за ”контрол” (медицински, полицейс¬ 
ки, здравен и др.), които трябва да се разположат, ако се знае, че дислоцира- 
нето на контролен пункт в един от кварталите обслужва и съседните квартали, 
имащи обща граница с този квартал)? 

С други думи, търсим минимален брой бази и тяхната локация с цел обез¬ 
печаване на контрол над цялата територия. 


Тази задача очевидно прилича на задачата за търсене на 
база в граф, разгледана в параграф 4 на тази глава с тази раз¬ 
лика, че сега търсената достижимост е ограничена до пътища 
с единична дължина. 

13 конкретната задача от пример 5.5 е очевидно, че минимал¬ 
ният брой контролни пунктове, които покриват цялата терито¬ 
рия е 4 и възможни места за тяхното дислоциранс са квартали 
с номера 2, 9, 15, 8 или .‘3, 5, 12, 14. Проблемът наистина е 
интересен, ако става въпрос за териториии не от 16 квартала, а 
от 1600 квартала например, в които броят на съседните е раз¬ 
личен. 

От направения коментар е ясно, че е съдържателно и полез¬ 
но да се въведе още едно понятие, а именно върхово покритие 
в графа С — (V,Г). 

Подмножеството К С V се нарича върхово покритие в графа 
О , ако всяко ребро в графа С има поне един краен връх в йод- 
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ожеството А . Върховото покритие К се нарича още външно 
тойчиво мнолсество от върхове. 

У С р а други места в литературата то се нарича още доминира- 
множество от върхове [5] и се дефинира като подмножество 
К за което К и Г(*) = V. 

Лко всеки връх разгледаме като покриващ инцидентните с не¬ 
го ребра е ясно, че върховото покритие К в графа О е такова 
множество от върхове, което покрива всички ребра в графа. 

Върховото покритие К в графа С е минимално върхово пок¬ 
ритие, ако за всяко върхово покритие К' е изпълнено 


1*'1 > 1 * 1 , 


т.е. минималното върхово покритие съдържа възможно паи- 
малкия брой върхове. Броят върхове в минималното върхово 
покритие се нарича оце мярка за външна устойчивост или мярка 
за доминираност. Бележи се с /3 0 (С) или само /3 0 - 
В предишната подточка доказахме връзката 


+ Р\ — п ч 


т.е. връзката между мерките на максималното сдвояване и ми¬ 
нималното ребрено покритие. Разглежданите сега мерки сх о и 
/Зо 5 отнасящи се до върхови покрития, също са свързани по апа- 
логичен начин, а именно 


Оо + Ро — п • 


Освен това сх\ < (Зо и о?о ^ /? 1 - Ще докажем тези връзки между 
мерките о 0 , «ь Ро, Р\- 

> ТЕОРЕМА 5.15. Нека О = {У, А) е граф и 5 СУ. Множест¬ 
вото 5 е независимо множество от върхове в О тогава и само 
тогава, когато V — 3 с върхово покритие. 

До казате л ств ос По дефиниция 8 е независимо мпожес- 
ГВО в О тогава и само тогава, когато на пито едно ребро па (8 
Двата му края не са в 5, т.е. тогава и само^тогава, когато на 
всяко ребро в графа С поне единият му край е във V — 8. От 
011 Ределението за върхово покритие следва верността на твър¬ 
дението. <1 

> ТЕОРЕМА 5.16. Ако С = (И, А) е прост граф с п върха, то 

(оЛб) а 0 -ф [Зо = п. 
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Доказателство: Да означим със 8 тах и К т гп съответ- 
по максималното пезависимо множество и минималното върхово 
покритие в С. Тогава 


|'^'таа:| — ^0 И |Л тг ' п | — ( 3 $. 

Според теорема 5.15, V — 8 тах е върхово покритие, а V 
е пезависимо множество. Следователно 


- К 


тгп 


(5.17) 

|С 8 тах \ — п а 0 ^ /Зо, 

(5.18) 

7^тгп\ — Т1 р 0 < Оо- 

От (5.17) и 
следва (5.16). 

(5.18) следва оо + Ро < п и ао + Ро > п, откъдето 

< 

Тогава 5-17. Нека С — (V, А) е граф без изолирани върхове. 

(5.19) 

а 1 < Ро, 

(5.20) 

а 0 < А. 


аване и К ^пппичп' ^ ека М тах е произволно максимално сдво 

покритиетона Р Х“а о Л т П М МИНИ гГ ЛПО ВЪрХ ° В ? пок Р и ™е. За 

Тогава очевидно всяко върхоТо^окри^гГтовЙисл ПЪрХ0Ве ' 
малното) трябва да съдържа поне Д™Г|ГТ< 

\ 1У тгп\ч 1 1 ’ \ 1У1 тах\ 21 

«1 < Ро. 

Пека сега 8 тах е максимално иезагтгтлл/г/-, „„ 
хове в О и С тт е минимално ребрено ° Т ” ър ' 

паното на върховете от множеството 9 критие “ За покри- 
рсбра. Следователно, всяко пебпепо Са 11ео ^ х °ДИМи |5' то1 
Държа поне |5 ти | ребра, т е Р Р ° 1ЮКрИТИе трябва да съ- 


1 8 тах | < |С тгп |, 


откъдето 


С юва доказателството е 


<*о< А- 

направено. 
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В общия случай равенствата (5.19) и (5.20) не са изпълнени. 
Ше докажем обаче следната теорема: 

> ТЕОРЕМА 5.18. Пека С = (Х,У,А) е биполяреп граф) без изо¬ 
лирани върхове. Тогава 

(5.21) п'[ = /Зо, 


(5.22) 


«0 — Р\ • 


Доказателство: Нека М тах с максимално сдвояване и 
Ктгп е минимално върхово покритие. Да разгледаме произвол¬ 
но подмножество от върхове на X, т.е. В С X. Всяко ребро в О 
е инцидентно с връх от В или допълнението му X — В. От дру¬ 
га страна, всяко ребро, инцидентно с връх от В е инцидентно 
с връх от Г (В). Следователно ( X — В) 61 Г (В) се явява върхово 
покритие в графа С. Тогава 

\(Х - В)\ + \ЦВ)\ ^ |Е г пгп | = Ро- 
От теоремата па Хол (вж. теорема 5.7) 

\М тах \ = ТШП {|(Х — В) | + |Г(Д)|} > I Е тгп \: т - е - а 1 — Ро’ 

НС. А 

От последното неравенство и (5.19) следва (5.21) 

0-1 = Ро- 


Сега ще докажем (5.22). От теорема 5.1С, а 0 + Р о 

(5.23) «о = п - &>• 

От друга страна от теорема 5.14, «, + Р\ = п, т.е. 

Н - П - « 1 . 


= п, т.е. 


()т (5.21), което вече доказахме, «1 = Ро, следователно 

(5.24) Р 1 = п ~ Р°' 

От (5.25) и (5.24) следва (5.22), т.е. 

«0 = Р 1 ' 


с 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 


Доказаната теорема 5.18 дава еквивалентни формулировки 
па теоремата на Хол. 

За графа О = (V, Г), минималното върхово покритие или още 
доминиращото множество от върхове К се определя като мини¬ 
мално множество от върхове К С V такова, че за всеки връх 
у 3 ^ К съществува дъга, входяща във у 3 с начало връх от К 
т.е. К 11 Г(Л') = V. 

С езика на матрично представяне на графи задачата за нами¬ 
ране на минимално доминиращо множество от върхове се фор¬ 
мулира така: Ако В 1 е транспонираната матрица на съседство с 
единични диагонални елементи, да се намери такова минимално 
множество от стълбове в В 1 , за което всеки ред па матрицата 
съдържа 1-ца в попе един от избраните стълбове. 

Най-общо задачата за намиране па минимално множество от 
стълбове, „покриващо” всички редове на една (0,1)-матрица, се 
нарича задача за мипимално покритие (ЗМП). В тази задача 
матрицата не е задължително да бъде квадратпа (както в слу¬ 
чая на доминиращо върхово покритие) и освен това, на всеки 
стълб ф в матрицата обикновено се съпоставя тегло с 3 , като се 
търси покритие с минимално сумарпо тегло. 

Ясно е, че задачата за намиране на минимално върхово до¬ 
миниращо множество е частен случай на ЗМП при с 3 = 1 за 
\/^ = 1 , 2 , ..., п. 

Теоритико-множествепата интерпретация на ЗМП се състои 
в следпото. 

Дадено е множество Я = {г ь г 2 , ..., г т } и фамилия Р, 

Г={Р и Г 2 , Г п } 


от подмножества на Я, т.е. Р 3 С Я. Всяка подфамилия Р' С Р, 


Г'={Гп, Г», .... Р ]к ), 


С1 = а 

1 = 1 

се нарича покритие на Я , а множествата Р зг се наричат покри¬ 
ващи множества. 

Ако в допълнение поискаме покриващите множества да са 
непресичащи се две по две, покритието се нарича още разбиване 
на Я. 
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Ако на всяко множество Р 3 е съпоставено (положително) тег¬ 
ло Су, то ЗМП се формулира като задача за намиране покритие 
на II , имащо минимално сумарно тегло (теглото па Р' се опре¬ 
деля като г = 1, 

Аналогично се формулира и задачата за минимално разби¬ 
ване (ЗМР). 

В матрична форма ЗМП на матрицата [^] тпХп може да се 
формулира като задача на линейното оптимирапе по следния 
начин (вж. параграф 2.1, задача на линейното оптимирапе): 

П 

тт 1 = ^ 2 с ]Х „ с 3 > 0 

7 = 1 

при ограничения 


(^•25) Ц ]> 1, г — 1, 2, т, където 

7=1 

Г 1, ако Т 7 ) б Р', 

Х] “ \ 0, ако Р 3 $ Р 1 , 

, _ ( 1, ако г г 6 Р 3 , 

1] (0, ако г г ^ Р 3 . 


В задачата за минимално разбиване (ЗМР) неравенствата (5.25) 

се обръщат в равенства, т.е. Е и з х 3 = 1, при 2 = 1 , 2, ..., та. 

7=1 


ЗАДАЧА 5.14. [2] Трябва да се осигурят преводачи от 7 чужди езика на 
български език. Своите услуги предлагат 5 кандидата, чийто възможности 
(езици, които владее) са описани в таблица по следния начин (на всеки от 
преводачите заплащането е еднакво): 


език 1 
език 2 
език 3 
език 4 
език 5 
език 6 
език 7 


А В С П Е 
10 110 
110 0 0 
0 10 0 0 
10 0 10 
0 0 10 0 
0 110 1 
0 0 0 1 1 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 


Кои от 5-те кандидати да се подберат, така че да бъде осигурен превод с 
възможно най-малкия брой преводачи (минимално заплащане). 

Отг.: В , С, В. 


ЗАЛА ЧА 5.15. Задайте произволни тегла а всеки от стълбовете в матрица- 
та от задача 5.14, т.с. задайте съответни заплащания на всеки от кандидатите 
в предишната задача. Определете покритието с минимално тегло. 


1.6. Ойлерови и Хамилтонови графи 


1. Ойлерови графи 

Да се върнем отново към задачата за Кьонигсбергските мос¬ 
тове, формулирана в началото на тази глава. 

С 


С 


Ойлер пръв е поставил въпроса за съществуването на цикъл 
в неориептирап з-граф 6г, който преминава по всяко ребро точ¬ 
но веднъж. Всеки такъв цикъл (затворена верига, затворен път, 
затворен маршрут) се нарича ойлеров цикъл. 

Когато съществува ойлеров цикъл, който покрива всички реб¬ 
ра на С , графът С се нарича ойлеров граф. 

Отворена верига (път, маршрут), която не минава два пъти 
по едно и също ребро, се нарича отворена ойлерова верига. 

На езика на графите задачата за мостовете лесно се превеж¬ 
да така (виж горе черт. б)). Ако на всеки участък от сушата 
съпоставим връх на граф, в който дъгите са съществуващите 
Кьопигсбергски мостове, поставеният въпрос ”може ли жител 
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да излезе от дома си и да се върне пак там, като мине по всич¬ 
ки мостове точно веднъж (ни повече, ни по-малко)” е всъщност 
въпрос съществува ли в графа от черт. б) ойлеров цикъл. 

В конкретната ситуация е почти очевидно, че ойлеров цикъл 
пе съществува, тъй като всички върхове на графа от черт. б) 
са от нечетна степен — броят па "излизанията” от всеки нача¬ 
лен връх е по-голям от броя па "влизанията”. В общия случай 
е вярна следната теорема: 

> ТЕОРЕМА 6.1. Свързаният неориентиран з-граф С съдържа 
покриващ ойлеров цикъл (е ойлеров) тогава и само тогава, кога- 
то всички върхове па графа са от четна степен. 

Доказателство: Необходимост: Очевидно, ако същест¬ 
вува покриващ ойлеров цикъл в графа С, то всички върхове 
па С са от четна степен (броят на "влизанията” в един връх е 
равен на броя на "излизанията”). 

Достатъчност: Ще дадем конструктивно доказателство, ко¬ 
ето представлява алгоритъм за намиране на ойлеров цикъл в 
случая, когато всички върхове на графа са от четна степен. 

Да си изберем произволен връх у г в графа С := С{ и да се 
”движим” произволно по различни ребра на графа. Рано или 
късно ще достигнем отново във върха У{. Допускането, че се на¬ 
мираме някъде другаде (в друг връх) и не можем да се върпем 
във у г , противоречи на предположението, че всички върхове па 
свързания граф са от четна степен. С други думи памерихме 
цикъл /), = ..., 1>г)) включващ различни ребра на графа. 

1 случай. Ако ребрата на р г са всички ребра па то сме 
намерили ойлеров цикъл. 

2 случай. Цикълът р г пе включва всички ребра на графа С{. 
"Отстраняваме” (от разглеждане) ребрата на р г от С{. Изби¬ 
раме си връх 5 г - от цикъла р г , инцидентен с някое от оставащите 
(неотстранени) ребра на С{. Поне един такъв връх $ г (свър¬ 
зваща точка) със сигурпост съществува (графът е свързан и 
всички върхове са от четна степен). Полагаме У{ := 3{ и повта¬ 
ряме гореописапата процедура. 

По-просто казано — "разбиваме” графа на А;-ребрено нспре- 
сичащи се цикли по следния начин: 
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Гл.1. Теория па графите. Алгоритмичен подход 


Очевидно ойлеровия цикъл в графа С можем да опишем (на¬ 
чертаем без вдигане па молива и повтаряне па ребра) по след¬ 
ния начин. Тръгваме от и се движим в цикъла р 1? дока- 
то стигнем до свързваща точка 51 (посоката на движение ня¬ 
ма значение); от 51 се движим в цикъла /? 2 5 докато достигнем 
до свързващата точка 52 и т.п., докато достигнем свързващата 
точка 5^_1 и опишем изцяло цикъла рь (последният цикъл); връ¬ 
щаме се в предпоследния цикъл и се движим по неописания му 
участък, докато стигнем до свързваща точка 5^-2 и т.п., докато 
стигнем до свързваща точка 51 и опишем пеизвървяпия участък 
от цикъла р \, докато стигнем във щ. < 


ПРИМЕР 6.1. Има ли ойлеров цикъл в графа С и ако има, го задайте. 



а) 


б 


а) Всички върхове на графа С7 са от четна степен и съгласно доказаната 
теорема графът е ойлеров, т.е. в него съществува покриващ ойлеров цикъл. 

Разглеждаме р\ (^ 1 , г> 2 , ^ 1 ). Отстраняваме 55 ребрата от този цикъл 

и в оставащия граф разглеждаме цикълът р 2 = (у 2 , „ 4> „ 5 , „ 6 , у 2 ). "Отст¬ 
раняваме и тези ребра от графа. Разглеждаме в оставащия граф цикълът 
Рз , Ут, у 8 , у ь у Отстраняваме” и тези ребра от графа. В оставащия 

граф разглеждаме цикъла р 4 = (у & , у д) „ 3> Уб} „ 8 ). »Отстраняваме” и тези 
ра от графа край на процедурата за разбиване на графа (ребрата от 
Р4 са последните останали ребра на графа). Един ойлеров цикъл в графа С с 

(VI У 2 , « 4 , « 5> ® 7 , » 8> «9, « 3 , «6, ^8, У Ь , У 6) ц 2) у 3) щ). 

Намерете и ’друг” ойлеров цикъл. 


б) Графът <7 от подточка б) не е ойлеров 

рипащ ойлеров цикъл, тъй като има върхове 
степен 3). 


, т.е. в него не съществува пок- 
от нечетна стенен (два пърха от 


В гози граф има обаче покриваща отворена 
двата върха от нечетна степен. Намерете я! 


ойлерова верига, 


свързваща. 


Ясно е, че ако графът пс е свързан, 

нащ графа не съществува, тъй като няма 
негова компонента в друга. 


ойлеров цикъл покри- 
верига водеща от една 
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6. Ойлерови и Хамилтопови графи 

Очевидно е и, че ако съществува отворена ойлерова верига, 
покриваща графа, тя свързва два върха на графа, които са от 
нечетна степен. 

Фльори [22], е дал един доста прост алгоритъм за постро¬ 
яване па покриващ ойлеров цикъл (когато той съществува) в 
пеориентиран граф, който лесно може да се приложи и за ори¬ 
ентирани графи: ” Стартирайте от връх V и всеки път отстра¬ 
нявайте преминатото ребро . Не преминавайте по ребро, ако от¬ 
страняването на това ребро води до двукомпонентно разбиване 
на графа (без да се броят изолираните върхове)”. 

Следният резултат характеризира графите, които могат да 

бъдат покрити с отворени ойлерови вериги: 

> ТЕОРЕМА 6.2. Пека С е свързан граф с 2з > 0 нечетни върха. 
Съществуват з независими (нямащи общи ребра) ойлерови вериги, 
които покриват С. По-малко от з вериги с това свойство няма. 
Във всяка система от з } 1 езависими ойлерови вериги,^ покриващи 
С, веригите са отворени, две по две нямат общи крайни точки и 
всяка верига съединява върхове от нечетна степен [13]. 

Доказателство: Нека I е мипималпият брой независими 
ойлерови вериги, които покриват С и нека 

М = {М\, М 2 , •••, М г ) 

^ 0 дцо минимално покритие на С. 

I Никое М г , г = 1, 2, ..., I , не е цикъл. Да допуснем, че 
например М\ е цикъл. Оттук следва, че М\ не може да има общ 
връх с никой от останалите вериги М г . Наистина, ако допус¬ 
нем че цикълът М\ има общ връх с веригата М 2 (отворена или 
затворена), т.е. графически имаме следната ситуация 



видно веригата (?; 2 , г 4 , VI, и, и у 3 ) е също ойлерова и ако за- 
им М\ и М 2 с тази верига, ще получим покритие на С с I — 1 
М01 брой вериги, което противоречи на минималността на I. 

11Л И така. ако допуснем, че М\ (произволна верига) е цикъл, 
че този цикъл няма общ връх с останалите вериги М г . 
следи , означаВ а, че няма ребра, на които единият връх да е в 
ТО угият в някоя от останалите вериги. Тъй като графът 
М 1 , а Д1 ‘ > 
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О е свързан и Ме покритие на С, следва, че всички ребра на 
графа трябва да се включват в М\, т.е. в графа съществува 
покриващ ойлеров цикъл, което е невъзможно, поради наличи¬ 
ето на нечетни върхове (25 > 0) в графа и теорема 6.1. 

И така, Уг, М г е отоврепа верига. 

2 . Две по две веригите М;, г = 1, 2, ..., 1 нямат обща крайна 
точка. Ако допуснем противното, например М\ и имат обща 
крайна точка, както е показано на чертежа долу 



П 


^2 


е ясно, че обединяването на двете вериги М\ и Мг, и замяната 
им с веригата («х, V, V 2 ), която също е ойлерова, ще води до 
покритие на О с 1 — 1 па брой маршрута, което противоречи на 
мипималността па 1. 

3. Всяка верига съединява нечетни върхове. Верността на 
твърдението лесно следва от факта, че за началния край на ве¬ 
ригата ”излизанията” са с 1 повече от ”влизанията”, а за край¬ 
ния връх на веригата — обратно. Оттук следва, че 21 = 2з или 
з = 1. о 


СЛЕДСТВИЕ 1. При з = 1, т.е. ако в графа С съществуват 
точно два върха от нечетна степен, графът О се покрива от една 
отворена ойлерова верига (вж. 6) от прил1ер 6.1). 


ЗАДАЧА 6.1. Да сс докаже, че шахматен кон, движейки се по шахматната 
дъска, не може да направи всеки допустим ход точно по веднъж. 

Решение: Броят възможни ходове на коня от всяко шахматно поле е след 
пият: 
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Ако разгледаме графа С с върхове 64-те шахматни полета и ребра, свър¬ 
зващи онези върхове (шахматни полета), между които има възможен ход на 
коня, с ясно, чс всяка последователност от ходове може да се разглежда като 
верига в графа С и обратно. Въпросът, поставен в задачата е може ли графът 

С да се покрие с ойлерова верига. 

В горната таблица числата са степените на върховете в графа О, т.е. броя 
на възможните ходове от това шахматно поле. Тъй като съществуват 8 вър- 
ха с нечетна стенен 3, съгласно доказаната теорема 6.2, минималният брои 
независими ойлерови вериги, покриващи С, е 4, т.е. не може с една ойлерова 
верига да се покрие графът С, което решава задачата. 

ЗАДАЧА 6.2 Пресметнете броя на ребрата в графа С, от задача 6.1. 

Отг.: т = 1.(4.2 + 8.3 + 16.4 + 16.6 + 16.8) = 160. 


Покриването на един граф с ойлерови цикли или вериги е 
една важна за практиката задача. Ше формулираме няколко 
оптимизационни проблема, тясно свързани с намирането па ой¬ 
лерови вериги и цикли. 

(А) Задача за китайския пощальон ТЬе СЬтезе Роз1- 
тап РгоЬют (СРР). Проблемът е формулиран и изследван от 
китайския математик К^ап Ме] - Ко, откъдето идва и наименова¬ 
нието му. Пощальон трябва да разнесе писма, телеграми, пен¬ 
сии и т.н. до всички адреси от региона, който обслужва. Какъв 
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маршрут трябва да избере пощальонът, за да измине минимално 
разстояние и да се върне отново в пощенския офис? 

Ясно е, че обслужваният от пощальона регион може да се 
разглежда като граф, в който върховете са кръстовищата, а 
ребрата са улиците, по които преминава пощальона. Очевид¬ 
но, ако графът е ойлеров, оптималното решение на проблема 
е пощальонът да си избере един от съществуващите ойлерови 
маршрути. Ако обаче регионът, който пощальонът обслужва 
е такъв, че съответният му граф не е ойлеров, то тогава оче¬ 
видно пощальонът ще трябва да преминава повторно по някои 
от улиците. Как да бъде подбран маршрутът на движение, та¬ 
ка че връщайки се в изходно положение ( в пощенския офис), 
пощальонът да е изминал минимално сумарно разстояние? 

Горният проблем е интересен класически оптимизационен проб¬ 
лем, тъй като може да се отнася не само до пощальони, а до 
движение на превозни средства или хора, доставящи стоки, из¬ 
вършващи инспекции на обекти, събиране на отпадъци и т.п и 
т.н. В следващата глава отново ще се върнем па подобен род 
проблеми и ще дадем алгоритми за тяхното решаване. 

(Б) Задача за снегорина. Служба за поддръжка на пъти¬ 
щата при зимни условия е дислоцирана на определено място в 
даден град. Всяка сутрин кола (коли) на службата излиза от 
депото, за да почиства от сняг улиците и да разпръсква солена 
луга против заледяването. Известен е капацитетът на колата 
— например 5 тона солена луга. Да се намери маршрут за 
движение на снегорипа (снегорините) при неколкократно преза¬ 
реждане с луга в депото, така че да бъдат обезопасени всички 
улици с минимални разходи. С други думи отново трябва да се 
реши проблем за покриване па граф, като условието е по всяка 
от улиците да се преминава поне по веднъж. 

Очевидно могат да се формулират редица практически проб¬ 
леми, свързани с покриване на графи. 

Ще формулираме аналог на теорема 6.1, отнасящ се до ори¬ 
ентирани з-графи. 


> ТЕОРЕМА 6.3. Ориентираният свързан з-граф С съдържа пок¬ 
риващ ойлеров цикъл (ойлерова верига) тогава и само тогава, ко- 
гато за всички полустепени на входа д~(у{) и полустепепи на из¬ 
хода <? + (г> г ) са изпълнени условията: 

а) за цикъл — Мг е V, с1~(у г ) = д + (у г ); 
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6) за верига — Угфзи1, й~{у;) = Л(у г ); 

й_ (в) = <*+(«) - 1, 

= <*+(*) + 1 , 

кддето з и I са началният и крайният връх на ойлеровата верига. 


От казаното дотук можем в резюме да заключим, че 


”графът О е ойлеров” 

”степените на всички върхове са четни” <$=>• 

”графът С е обединение на ребрено непресичащи се цик¬ 
ли” . 


Ясно е, че всеки връх в ойлеров граф С се съдържа в някой 
цикъл. Може да се докаже, че когато всеки цикъл в ойлеровия 
граф О съдържа върха г>, то тогава стартирайки от върха V по 
какъвто и начин да се движим произволно по ребрата на С*, ще 
получим покриващ ойлеров цикъл. Такива ойлерови графи С се 
наричат произволно-ойлерови относно върха V. Да илюстрираме 
казаното със следния пример: 


VI 





В изобразения граф върховете и\ и Д 2 принадлежат на всеки 
цикъл в графа, т.е. графът С е произволно-ойлеров относно и 1 
и ^ 2 • Следователно, тръгвайки от щ, % — 1, 2 и движеики се на¬ 
пълно произволно по ребрата па графа (без да ги повтаряме), 
Ще получим покриващ ойлеров цикъл. Останалите върхове на 
графа не притежават това свойство, т.е. графът не е произволно 

-ойлеров относно върховете п; ^ 1 , ^2 • 

1 рафът С се нарича произволно-оилсров , ако той е такъв от¬ 
носно всички свои върхове. Последният, изобразен граф не е 
произволно-ойлеров. 
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2. Хамилтонови графи 


Един граф С се нарича хамилтоиов граф , ако съществува 
прост цикъл, минаващ през всички върхове на графа О. Та¬ 
къв цикъл се нарича хамилтоиов цикъл. 

През 1859 г. сър Уилям Хамилтоп е поставил пръв проблема 
дали за графа, образуван от върховете и ребрата па додекае- 
дъра (изпъкнал многостен с 12 степи) съществува прост цикъл, 
който минава през всички върхове. Равнинната реализация на 
графа е показана на чертежа долу, като е посочен и един ха- 
милтонов цикъл: 


20 



18 17 


Хамилтоиова верига (път, маршрут) в С — това е проста ве¬ 
рига, съдържаща всички върхове па графа С. 


ЗАЛА ЧА 0.3. Да се покаже, че е възможно шахматен кон, тръгвайки от шг 
какво шахматно поле да премине по всяко друго шахматно поле точно веднъж 
и да се върне в изходно положение. 

Читателят лесно може сам да намери едно от многото решения па тази 
задача. По-долу е дадено едно възможно решение 
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на задачата, като числата във всяко от шахматните полета описват последо¬ 
вателните позиции на коня. 


Съществуват два основни класа задачи, свързани с хамилто- 
новите цикли. 

(В) Ако О е ориентиран граф, да се намери хамилтонов ци¬ 
къл (или всички цикли), ако съществува. 

(Г) Даден е пълен ориентиран граф О. На всяка от дъгите 
на С е съпоставено тегло с г у (ако О пе е пълен, можем да го 
разглеждаме като пълен ориентиран граф, като съпоставим иа 
отсъстващите дъги тегло равно на оо). Да се намери хамилто- 
пов цикъл (верига), на който сумарното тегло е минимално. 

Тази задача е известна в литературата като задача за търгов¬ 
ския пътник — ТЬе ТгауеПп§ 8а1евтап РгоЬ1еш (Т8Р). 

Очевидно задача (В) е частен случай на задача (Г). Наисти¬ 
на, ако в задача (В) дадем произволни крайни тегла на дъгите 
получаваме задача (Г). Ако решението на последната задача е 
крайно, т.е. хамилтоновият цикъл с минимално тегло има тегло 
различно от оо, то това решение се явява хамилтонов цикъл за 
1 Рафа (В), т.е. решение иа задача (В). В противен случай, т.е. 
когато решението на (Г) е оо, то задача (В) няма решение ] 
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Гл.1. Теории па графите. Алгоритмичен подход 


Формулираната (ТЯР)-задача очевидно има миписумареп ха¬ 
рактер. Па други места в литературата се разглежда една ми- 
иимакспа модификация па (ТЯР). В пея се търси такъв хамилто- 
нов цикъл, в който най-дългата дъга е минимална, т.е. дъгата 
с най-голямо тегло е минимална. Може да се покаже, че задача 
(В) и минимакспата (ТЯР) задача са еквивалентни, т.е. алго¬ 
ритъмът за намиране па хамилтонов цикъл в ориентиран граф, 
решава и минимакспата (ТЯР) задача и обратно. 

В следващата, глава ще видим, че редица практически проб¬ 
леми се интерпретират като миписумарни или минимаксни за¬ 
дачи. 

Въпреки, че задача (В) е частен случай от задача (Г), за ре¬ 
шаването па задача (В) също са разработени методи, тъй като 
сама по себе си задача (В) се решава по-просто. В следващата 
глава ще разгледаме алгоритми за решаването на (ТЯР). 

Очевидно е, че ако графът С е хамилтонов, то той е свързан. 
Освен това, ако в графа О съществуват два върха 5 и за кои¬ 
то съществува единствен прост (5 — Т) път, то очевидно графът 
С не е хамилтонов. Интуицията подсказва, че в графи с "дос¬ 
татъчно много" ребра има хамилтонов цикъл. Например във 
всеки пълен граф (п > 3) има хамилтонов цикъл. Нещо повече, 

в пълния граф има хамилтонови цикли. Решаването обаче 

на задачата за търговския пътник "с мускули”, т.е. поражда¬ 
нето на всички хамилтонови цикли и избирането от тях на този 
с минимално (максимално) тегло, не е приложимо па практика 
в реално време. 

За съжаление, за хамилтоповте графи не съществува сравни¬ 
телно проста и елегантна характеризация, каквато за ойлерови- 
те графи съществува. Известни са няколко достатъчни условия 
простият граф С да бъде хамилтонов, без обаче тези условия 
да се явяват необходими. 

Например, ако за всеки два несъседни върха 5 и I в С е из¬ 
пълнено 

-+- 4 ( 1 ) > 71 , 

го О е хамилтонов граф. !ова условие обаче не е необходимо. 

Графът па движение па шахматното конче от задача 6.3 е 
хамилтонов, като за него за всяко .5 и /, 4(з) + 4(1) < 16. 

Ще формулираме няколко условия за хамилтоповост. 


> ТЕОРЕМА 6.4. Нека С = (И, А) е прост граф (п > 3) със сте - 
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пени на върховете Цу\) < с?(г^ 2 ) < ... < 4{у п ). Ако 

(6.1) Цч) < к < => Цу п -к) > п - к, 

то графът С е хамилтонов. 


СЛЕДСТВИЕ 1. 
тонов. 

СЛЕДСТВИЕ 2. 

хамилтонов. 

СЛЕДСТВИЕ 3. 


Ако 1 < к < п =Ф- Цу к ) > то 0 е хамил- 
Ако (з,г) $ А => с1(з) + Ф) > п, то С е 

Ако 1 < к < \п ==> с1(ик) > к, то С е хамил¬ 


тонов. 

СЛЕДСТВИЕ 4. Ако з < к, <4 {у 3 ) < з, 4(у к ) <к- 1 => 4(у 3 ) + 
с1(у к ) > п, то С е хамилтонов. 


Доказателството на теоремата можете да намерите в [3] или 
да направите самостоятелно като упражнение, а следствията се 
доказват като се използва това, че условията в тях влекат (6.1) 

[23] [26]. 

Оилеровите и х&милтоповитс цикли имз/г в известен смисъл 
двойнствен характер (замяна на връх с ребро и обратно) при 
едните се преминава през всяко ребро веднъж, а при другите 
през всеки връх веднъж. 

Ако С е граф, то ребрен граф Ь{С ), съответен на графа С се 
определя по следния начин: Ь(О) има толкова върхове, колкото 
са ребрата в С и два върха и и у на Ь(С) са съедипени с ребро 
тогава и само тогава, когато ребрата от С съответни на и и V, 
са съседни ребра в С. 

Лесно може да се покаже [27], че: 

а) ако графът С е ойлеров, неговият ребрен граф ЦС) също 
е ойлеров; 

б) ако графът С е ойлеров, то ЦС) е хамилтонов; 

в) ако графът С е хамилтонов, то Ь{С) също е хамилтонов. 

Обратните на твърденията а), б) и в) не са верни, което лес¬ 
но се показва с коптрапримери. 


ПРИМЕР 6.2. На чертежа долу е изобразен граф С и съответният му реб¬ 
рен граф 1(С)\ 








Г Р а Ф С Граф ЦС) 

Очевидно за графа С има покриващ ойлеров цикъл, тъй като всичките 
му върхове са от четна степен, т.е. С е ойлеров. Освен това графът С е 
хамилтонов, например (гц, г; 2 , г 3 , г> 4 , Ув, гч) е хамилтонов цикъл. Гра¬ 
фът Ь(С) също е ойлеров, тъй като степените на неговите върхове отново са 
четни. В графа Ь(С) съществува и хамилтонов цикъл, зададен с върховете 
(е 3 , ех, е 4 , е 7 , е 6 , е 8 , е 9 , с 5 , е 2 , е 3 ). 

С други думи, пример 6.2 илюстрира а), б) и в). 

Обратното на твърдение а) не е вярно, което се вижда от 
следния 


ПРИМЕР 6.3. На чертежа долу Ь{С) е ойлеров, а С не е ойлеров 

сс ех 




В пример 6.2, ако премахнем реброто е 6 в графа 6', ще полу¬ 
чим I раф 67 , които не е ойлеров. Но Т^( к (^ | ) е хамилтонов (/у(67 / ) с 
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съшият като Ь(С), но п него няма иръх се 
ребра). В Ь(С) слип хамилтонов цикъл 


и инцидентните с него 

е последователността 


от 


т.е 


върхове ч 

(с 3 , е 1 , е 4 , с 7 , е 8 , с 9 , с 5 , с 2 , 

обратното на твърдение б) не е вярно. 

Ще покажем, че обратното на твърдение в) съш 


е вярно. 


ПРИМЕР 6.4. Ла разгледаме 

VI 



Граф С 

Очевидно Ь{С) е хамилтонов, а С 


е 1 



не е хамилтонов граф. 


В края на този параграф ще дадем едно по-формално о ^ 
саиие па алгоритъм за търсепе па ойлеров цикъл в граф Ь 
(V А) дадено в [171. Използвана е неформална версия иа езика 
Паскал която дава възможност идеята на алгоритъма да не се 
размива. Освен това ще дадем и един алгебричен метод, реали¬ 
зиращ алгоритъм за намиране па всички хамилтонови вериги и 

цикли в ориентиран граф. 


АЛГОРИТЪМ ЗА ТЪР СЕГГЕ НА ОЙЛЕРОВ ЦИКЪЛ. 


Свързан граф С = (V, А) с четни степени на върхове¬ 
те представен със списъци ЗАПИС [^], V Е V • 

Резултати: Ойлеров цикъл, представен с последователност 

от върхове в стека С1 ЕК 2. 


1 Ъе§т 

2 СТЕК 1 := 0 ; СТЕК 2 := 0 ; 

3 V произволен връх на графа, 

4 СТЕК 1 4= и ; 

5 игЬПе СТЕК 7^0 с!о 
Ъе§т V := 1ор (СТЕК 1); 


6 
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(*г> = елемента от върха на стека*) 

7 И ЗАПИС [у] ф 0 1Ьеп 

8 Ье§ 1 п и := тгърния връх па списъка ЗАПИС [у]] 


9 

СТЕК /<=?/ ; 

(* отстраняване на ребро {у, и} от О*) 

10 

ЗАПИС 
ЗА II ИС 

«):= ЗАПИС М\ {и}-, 
н] := ЗАПИС [и] \ {у}; 

11 

у := и 


12 

епс! 


13 

е1зе (* ЗАПИС [у] = 0 *) 

14 

Ъе§т у <= 

СТЕК 1; СТЕК 2 <= V 

15 

епс! 


16 

епс! 


17 епс! 




Цикълът от ред 5 започва да строи път с начало върха у 0 
(избран в ред 3), като върховете на пътя се поставят в СТЕК 1 , 
а ребрата се отстраняват от графа. Тези действия продължа¬ 
ват, докато в ред 7 ЗАПИС [у] = 0. Тогава всъщност у = у 0 ^ тъй 
като всички върхове са четни. По този начин от графа се отс¬ 
транява цикъл, а върховете на този цикъл се намират в СТЕК 

1. Както отбелязахме по-рано в този параграф, в получения 
(модифицирания) граф степепите па върховете продължават да 
бъдат четни. Върхът у = у 0 се прехвърля от СТЕК 1 в СТЕК 

2 , ^ поредният връх у става връх в стека СТЕК 1 . Процесът се 
повтаря от този връх (ако ЗАПИС [ц] ф 0) като се намира и се 
поставя в С1 ЕК 1 цикъл, минаващ през върха у. Това продъл¬ 
жава, дока го СТЕК 1 пе станс празен. Пено е, че върховете в 
СТЕК 2 образуват път, тъй като върхът у се пренася в СТЕК 
2 точно ко 1 ато ЗАПИС [у] = 0, т.е. когато всички инцидентни с 
у ребра са представени (като двоики съседни върхове) в един 
от стековете. Следователно, след изпълнение на алгоритъма, 
СТЕК 2 съдържа ойлеров цикъл. 

Сложността на разгледания алгоритъм е 0(77т). За сложност 
па алгоритми виж началото на параграф 1.8 и параграф 2.4. 

В параграф 1.4 ”Матрично представяне на графи”, дефини- 
рахме понятието матрица на съседство. Ще дадем алгоритъм 
за намиране на всички хамилтонови вериги в ориентиран граф 
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(2 (\/ Е), използващ матрицата на съседство и правилата за 

умножение на матрици. Алгоритъмът се основава па резулта- 
тите, получени в [51] - [53]. 

За целта ще дефинираме понятието ” вътрешно произведение 
па върхове’' за пътя х г , х 2 , ..., х к -г, х к , което се определя като 
израз от вида х 2 х^...х к ^\, несъдържащ крайните върхове х\ и х к 
(при к = 2, произведението е равно па 1). 

1 Ако В е матрица па съседство, то под модифицирана матри¬ 
ца на съседство ВтоД се разбира матрицата с п реда и п стъл¬ 
ба и елементи /3(г,ф) = х 3 , ако съществува дъга от х г до и 
= 0, в противен случай. 

ПРИМЕР 6.5. Да разгледаме следния граф: 



Неговите матрица, на съседство и модифицирана матрица на съседство са 
следните: 


а 


В = 


а 

Ь 

с 

(I 




0 0 1 

1 0 0 
0 1 0 
0 1 1 



Втод. — 



Ако ние имаме матрицата Д — [р/(ь^)]? чии го елементи са 
сума от вътрешните произведения па всички прости пътища с 
дължина I > 1 между различните върхове Х{ и x^, можем да 
направим следното. Полагаме р/(м) = 0 за Уг и разглеждаме 
произведението на матриците В то А-Ри получено с правилото за 
умножение ред по стълб, т.е. 

Вто(1-Р1 — Р'1+\[Р'1+Л 8 ^)^ 


където 

Р ; +1 (м) = Х^( 5 >Ч-ММ)- 

к 


( 0 . 2 ) 
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Очевидно р| +1 ( 5 , 2 ) се явява сума от вътрешните произведе¬ 
ния па всички пътища от х 8 до ж* с дължина / + 1. Тъй като 
пътищата от хь до .т*, представели с вътрешпите произведения 
от р;(/с,<), са прости, то измежду пътищата, получавани с по¬ 
мощта на (6.2), може да се появят непрости пътища. Такива са 
само тези пътища, вътрешпите произведепия па които в р/(л, I) 
съдържат върха ж 5 . Следователно, след проста проверка и озе 
траняване от па всички събираеми, съдържащи ж 5 , ще 

получим матрица Р /+\ = [р/ + 1 (б,^)], в която диагоналпизе еле¬ 
менти са 0 и задаваща простите пътища с дължина / + 1. 

Ще илюстрираме казаното с помощта на матриците от при¬ 
мер 6.5. 

Ако положим В = Р\ (прости пътища с дължина 1) и умно¬ 
жим матриците В то( 1 и Р\, ще получим Р% = В то ^.Р \, даваща 
пътищата между всеки два върха с дължина 2. 



а 

ь 

с 

(1 



а 

ь 

с 

(1 

а 

( 0 

с (1 

(1 

с 

\ 

а 

0 

с Р (1 

(1 

с 

р/ _ ^ 

2 “ с 

0 

ь 

0 

с1 

а 

& 

а 

0 


■ р - 6 
’ ?2 ~ с 

0 

Ь 

0 
< 1 

а 

0 

а 

0 

с 1 

Ь 

с 

0 

с 

) 

(1 

ь 

с 

0 

0 / 


Матрицата Р 2 дава простите пз>тища с дължина 2. 

В общия случай, изчислявайки Р т0 ^.Р/+ 1 , ще намерим Р /+2 и 
т.п., ще намерим матрицата Р п - 1 , даваща хамилтоновите пъти¬ 
ща с дължина п - 1 между всички двойки върхове. Очевидно 
хамилтоновите цикли ще се получават от пътищата в Р п -\ и те¬ 
зи дъги на графа, които съединяват началния и крайния врз>х 
на всеки път. С други думи, хамилтоновите цикли се задават 
от В .Р п —\. 

В качество на първоначална матрица Р г се взима матрицата 
па съседство Р, в която диагоналните елементи (ако се налага) 
се зануляват. 

Ако продължим да прилагаме дадения алгоритъм за графа от 
пример 6.5, на следващата итерация ще получим Рд = Р то ^.Р 2 и 
Рз: 



а 

Ь 

с 

с/ 

а 

сЬ + <1Ь 

с(1 + с/с 

0 

° \ 

Ь 

0 

ас + ас1 

а(1 

ас 

с 

с1Ь 

(1с 

Ьа 

Ьа 

сI 

\ сЬ 

сс/ 

Ьа 

Ьа / 
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а 

Ь 

с 

(1 

а 

0 

с(1 + д,с 

0 

0 

Ь 

0 

0 

ас1 

ас 

с 

<*6 

0 

0 

Ьа 

(1 

сЬ 

0 

Ьа 

0 / 


Хамилтоновите пътища (вериги) съответни на елемента (1,2) 
от Рз са ас«/6 и ас1сЬ и те дават съответно хамилтоновите цикли 
асйЬа и а(1сЪа , ако добавим затварящата дъга (6, а). Останалите 
хамилтонови вериги в Рз водят до същите хамилтонови цикли 
— Ьас1сЪ , Ьасс1Ь , сс/бас, сбас/с, (1сЪас1 , (1Ъасс1. 

Очевидно предложеният алгоритъм е твърде неефективен. В 
процеса па нарастване на /, елементите на матрицата Р/ ще 
включват все по-голям брой членове. Разбира се след дости¬ 
гане па пякаква критична стойност за /, броят на членовете ще 
започне да намалява. Това следва от факта, че при малки стой- 
пости на / и големи размери на графа, броят пътища с дължина 
/ + 1 обикновено е по-голям от броя пътища с дължина /, а за го¬ 
леми значения на I ситуацията е обратна. С други думи обемът 
памет, необходим за съхраняване на матриците Р/ расте тв^ърде 
бързо, докато стигне до максимум за някоя критична стойност 

на /. 

Ако се интересуваме само от хамилтоновите цикли, а от каза- 
пото е ясно, че те могат да се получат от членовете па вътреш¬ 
ното произведение на произволна диагонална клегка на матри¬ 
цата Рто<1-Рп _1 5 то е достатъчно да знаем само елемента р п —] (1,1). 

Не е необходимо на всеки етап да се изчисляват и съхраняват 
напълпо матриците Р/, достатъчно е да се памира първия стълб 
от Р/. Тази малка модификация намалява обема на необходима¬ 
та памет и времето за изчисление п пъти. 

По-късно в параграф 1.8, за да илюстрираме метода за тър- 
сепе с връщане назад, ще разгледаме още един алгоритъм за 
намиране на хамилтонови цикли. 

1.7. Планарни и двойнствени графи. Оцветявания 

13 този параграф ще разгледаме още няколко важни понятия 
и резултати от теория па графите. По-подробно ще се спрем 
на понятието планарност и ще дадем някои свойства на пла- 
парните графи. Не толкова подробно ще разгледаме двоинстве- 
ността, която е важна и интересна особено за физиката, където 
напрежението и токът в електрическите вериги са по същество 
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двойнствени променливи. Тази двойнственост следва от зако¬ 
ните на Кирхоф и е свързана с двойнствеността на циклите и 
разрязващите множества. 


1. Планарни графи 

Най-общо планарпият граф е граф, който може да се нари¬ 
сува в равнината така, че никои две ребра па графа да не се 
пресичат (освен в крайпите точки). 

Графът на черт. 1.16 а) е планарен или още равнинен, тъй 
като както се вижда от подточка б) може да се изобрази така, 
че ребрата му да не се пресичат. 




Черт. 1.16 


ЗАДАЧА 7.1. Изобразете планарния граф от черт 
рата му да са отсечки. 


1.16 б) така, че реб- 


Изучаването на планарните графи само на пръв поглед пред¬ 
полага топологични трудности. Топа в действителност не е та- 
кл>. 


Графите 
имат важно 


А 5 и А 3)3 , изобразени по-долу, не са планарни и 
значение при характеризацията на плапарността: 
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а) К 5 б ) А 'з,з 

Черт. 1.17 

Казваме, че графът О се разполага иа повърхността 3 , ако мо¬ 
же да бъде нарисуван на тази повърхност по такъв начин, че 
ребрата му да се пресичат само в крайните върхове. Спомена¬ 
тото изображение се наирча планарпо. 

Графът С е плапарен , ако може да се разположи па равнина. 

Ясно е, че ако в графа има примки или паралелни ребра, не 
съществува планарно изображепие па този граф така, че всички 
негови ребра да са отсечки от прави линии. Може да се докаже 
обаче следното твърдение: 

> ТЕОРЕМА 7.1. За всеки прост планарен граф О съществува 
планарно изображение, при което ребрата са отсечки. < 



Интересно е следното твърдение: 

о ТЕОРЕМА 7.2. Графът О се разполага на равнина тогава и 
само тогава, когато може да се разположи па сфера. 

Доказателство: Да разгледаме сферата 5 и равнината 
а, които се допират. Да наречем условно допирната им точ- 
ка южен полюс, а диаметрално противоположната точка N на 
сферата — северен полюс. Да разгледаме следното биектив- 
но изображение между сферата и равнината. На произволна 
точка А от сферата се съпоставя точка А от равнината и об¬ 
ратно, където А' е пресечната точка на правата МА с равнината 
а”. Точката А’ се нарича стереографична проекция на А върху 

Нека С е разполагане на графа С върху сферата 5. Нека 
Сферата 5 и равнината а се допират така, че северният полюс 
N на сферата не е нито връх на графа, пито точка от негово 
ребро при разполагането в'. Тогава очевидно стереографич- 
ната проекция на С" ше бъде разполагане на графа С върху 
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равнината а, тъй като всички ребра на С се пресичат само в 
крайните си точки и изображението между точките на сферата и 
техните образи при стереографичното проектиране е биективпо. 

С аналогични разсъждения се установява, че ако С е разпо¬ 
лагане на графа С върху равнината а, то графът О се разполага 
и върху сферата 5. < 

Може да се докаже и следната теорема [29]: 

с> ТЕОРЕМА 7.3. Разделимият граф С е планарен тогава и са¬ 
мо тогава, когато са плапарни неговите блокове. < 


2. Формула на Ойлер 


Да разгледаме куба АВСОА\ В\С\П\ и тетраедъра МNРС,} 
(черт. 1.18), които са изпъкнали многостени. 


В I с 1 




Черт. 1.18 


За куба, който има 6 стени, 8 върха и 12 ръба, е налице съ 
отношението: броят на степите + броя на върховете — броя па 
ръбовете е 2, т.е. 6 + 8—12 = 2. 

Аналогична зависимост е в сила и за тетраедъра, където от¬ 
ново имаме 4 + 4 — 6 = 2. 

Тази зависимост между броя на върховете, стените и ръбо¬ 
вете на изпъкналите многостени е била известна още на Рене 
Декарт (1620 г.) и е доказана от Леоиард Ойлер през 1758 г. 


> ТЕОРЕМА 7.4. (Теорема па Ойлер) За всеки изпъкнал мно- 
гостен броят, на върховете плюс броя па стените минус броя па 
ръбовете с 2. ^ 
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Разполагането на всеки планарен граф върху равпина я раз¬ 
деля на области — тези с крайна площ се наричат крайни облас¬ 
тни , в противен случай — безкрайни (неограничени) области. 

Очевидно всяка област при сферично разполагане на плана¬ 
рен граф е крайна. 

Кубът или друг произволен изпъкнал многосген очевидно мо¬ 
же да се разположи върху сфера 5, която се допира до равни¬ 
ната а така, че северният полюс N на сферата да се намира 
”вътре” в една от стените на многостена (вж. черт. 1.18 а)). 
Тогава стереографичната проекция на сферичното разполагане 
С в равнината а, за куба ще изглежда така: 



Очевидно в горния граф, представящ куба в равнината, вър¬ 
ховете съответстват на върховете на многостена, ребрата са съ¬ 
ответни на ръбовете на многостена. В случая стената АгВгСгОг 
на куба съответства на най-външната област от горния чертеж. 
Едип равнинен граф заедно с областите, определени от него, се 
нарича равнинна карта. Всеки равнинен граф има точно една 
неограничена област. 

Граница на област е множеството от ребра, които я ограж¬ 
дат. Всяко ребро от прост цикъл в графа влиза в границата на 

две области. 

Областите на равнинната карта често се наричат страни , ка¬ 
то две страни са съседни , ако техните граници имат общо ребро. 

От казаното е ясно също, че плапарният граф може да се раз¬ 
положи върху равнината по такъв начин, че всяка произволно 
избрана област да стане безкрайна. 

Да означим с / ь / 2 , !к областите на един планарен граф, 
като /к е неограничената област (при куба и означенията от 
последния чертеж, областта / 6 е безкрайна). Нека С г е цикъ¬ 
лът па границата на областта / г , 1 < г < к. Очевидно, сумата по 
тод 2 на всеки I > 2 такива цикли, съответни на крайни области, 
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също е прост цикъл или обединение па ребрено непресичащи се 
цикли, затварящи областите / 1 , / 2 , /*. 

Тъй като всеки прост цикъл затваря точно една област, то 
С 1 , С 2 , ..., Ск -1 са линейно независими, т.е. никой цикъл С г 
I < г < к - 1 , не се получава след сумиране по той 2 на други 
от тези цикли. 

Освеп това, всеки произволен цикъл С в графа О , затварящ 
крайните области / 1 , / 2 , /<, може да се представи така: 

С = С\ 0 С *2 0 ... 0 с±. 

Например простият цикъл С = АВСС 1 В 1 А 1 А в графа от пос¬ 
ледния чертеж загражда областите / 3 и / 4 и следователно С - 
С 30 С 4 , където Сз и С\ са простите цикли, затварящи областите 
/з и / 4 . 

С други думи, в плапарния граф О простите цикли С\, С 2 , ..., 
Ск -ь съответни на крайните области, образуват базис в подп- 
ространството на простите цикли в графа О. 

От казаното очевидно следва верността на теоремата на Ой- 

лер (теорема 7.4), която ще формулираме още веднъж на езика 
на графите. 

> ТЕОРЕМА 7.5. (Формула па Ойлер) Ако С е свързан плана- 
рен граф с п върха, т ребра и к области, то 

п - т + к = 2 . 


аТе лство: 0 Т направените по-горе разсъждения 
следва, че цикломатичното число р па графа О е равно на к - 1. 

По дефиниция ц = та - п + 1 (С е свързан), откъдето 


т-п+ 1 =к -1 =ф 

п - т + к = 2 , 


което трябваше да се докаже. < 

ствия. Т0 ° РеМаТа На 0ЙЛер се получават някои интересни след- 

тени — тетраед зв пГ !™ 8 ^ 0 ” 1 точно 5 вида правилни многос- 

касдьр (дванадесет п7тп* аедър ^ М стени), доде- 

ъгълпи стени). г ялни стени) и икосиедър (двадесет три- 
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Правилен многостен наричаме такъв изпъкнал многостен, за 
който през всеки връх минават равен брой равни ръбове и всяка 
степа има равен брой равни ръбове. 

Доказателство: Нека всяка стена има г на брой ръба и 
през всеки връх минават д на брой ръба. Тогава 

п.д = 2т и к.г = 2 га, 

2 т 2 т 

п = - и к = -. 

д г 

От формулата на Ойлер п — т + к = 2 , следователно 

2 т 2 т 

- т -\ -= 2 , 

д т 

т(2г + 2д — дг ) = 2 дг, 
откъдето се получава 

2 дг 

т = - ---, 

2г + 2д — дг 

Аг 

П 2г + 2,д — дг ’ 

* =_ 1 ?_. 

2 г + 2 <? — < 7 г 

Тъй като га, 71 и А: са естествени числа, то 

2д + 2г-дг>0, т.е. (д - 2)(г - 2) < 4. 

Целите решения т > 3 и > 3 на това неравенство са двойките 
( 4 , 3 ), ( 3 , 4 ), ( 5 , 3 ) и ( 3 , 5 ), което съответства па петте вида 
правилни многостени — тетраедър, куб, октаедър, додекаедър 
и икосиедър. 

Всички правилни многостени са били известни още в древ¬ 
ността. На тях е посветена заключителната XIII книга ”Нача- 
па” на Евклид. Правилните многостепи се паричат още Плато¬ 
нови тела. За древните гърци платоновите тела олицетворяват: 
г етраедърът — огънят, кубът земята, икосиедърът вода¬ 
та, октаедърът — въздухът, а петият многостен — додекаедъ- 
Рт>т — символизира цялата вселена. 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Всеки изпъкнал мпогостен има поне една три¬ 
ъгълна, четириъгълна или петоъгълна стена. 

Доказателство: Да допуснем, че всяка стена има най- 
малко 6 ръба, т.е. 6к < 2 т. 

Ясно е, че през всеки връх минават поне 3 ръба, т.е. Зп < 2 т. 

Като съберем тези две неравенства, получаваме 6к + 3п < 4 т. 

От формулата на Оилер ЗА: + 3 п = 3 тп -}- 6. Като заместим в 
последното неравенство, получаваме 

ЗА; < т — б. 

От последното неравенство и неравенството 3 п < 2 т, намираме 

ЗА; + Зп < 3тп — 6. 

Но ЗА; + Зп = Зтп + 6 => 3 т + 6 < 3 т — 6, което е невъзможно. 

Следователно един изпъкнал мпогостен не може да няма поне 
една триъгълна, четириъгълна или петоъгълна стена. 

СЛЕДСТВИЕ 3. А коС е прост планарен граф с т ребра ип > 3 
върха, то т < Зп — 6. 

Доказателство: [3] Нека Е = {/ ь / 2 , Д} е множес¬ 
твото от области па графа С. Под степен б(/ г ) на областта / { 
ще разбираме броя на ребрата, участващи в границата на /,-, 
като ребрата-мостове се броят по два пъти (реброто е се нари¬ 
ча мост, когато О — е има повече компоненти от С ). Отчитайки 
аналогията между определенията за степен на връх и степен на 
област, можем да запишем от теорема 1.1 а) 

й{/,) = 2то. 

/.€ Р 


г ъй като С е прост граф 
телио 


и п > 3, то <*(/,■) > 3 за V*. 


Следова- 


^(/0 ^ ЗА; и 2 т > ЗА; => к < -т. 
Тег 3 


Оттук и формулата на Ойлер 


2 

72 - т + -ш > 2 ИЛИ 772 < Зп — 6. 










СЛЕДСТВИЕ 4. Графите К т< г / т . 

нарни рарите Л 5 и А 3(3 (вас. черш. 7.77^ 


са непла- 


Доказателство: 1 . 

пуснем, че той е планарен. 
се получава 


За А 5 имаме п = 5 , т = 10 . Да до- 
Тогава от предишното следствие 3 


т ~ Ю < Зп - 6 = 3.5 - 6 = 9. 


Получаваме противоречие, следователно К 5 е непланарен. 

а графа 1 3 3 имаме п = 6 , т = 9 . Да допуснем, че АГ 33 

е планарен. Тогава от формулата на Ойлер п - т + к = 2 , за А; 
получаваме 


(7-1) к = 9-6 + 2 = 5 , 

т.е. броят на областите в А ' 3)3 е 5. 

От друга страна, в А ' 3)3 няма цикли с дължина, по-малка 

от 4. Следователно, степента на всяка област ^(/ г ) > 4 , откъде- 
то 

к 

2 т = Е й (Л)> 4*, т.е. 

1 — 1 


2 

(7.2) к < -771, т.е. А; < 4. 

От (7.1) и (7.2) стигаме до противоречие. Следователно гра¬ 
фът А 3|3 не е планарен. 

СЛЕДСТВИЕ 5. Ако С е прост планарен граф, поне един негов 
връх е от степен < 5. 

Доказателство: Нека простият планареп граф С има п 
върха и т ребра. Да допуснем, че степента на всеки връх е 
> 5. От теорема 1.1 следва 2 т > 6 п, т.е. т > 3 п. Съгласно 
следствие 3 обаче т < Зп - 6. От последните две неравенства 
стигаме до противоречие. Следователно трябва да отхвърлим 
Допускането, твърдението в следствието е вярно. 

Ше разгледаме няколко характеризации за планарност. 
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3. Характеризация на Куратовски-Понтрягин за пла- 
нарност 

За целта ще бъде необходимо да въведем още едно понятие 
хомеоморфни графи. 

Нека е\ = (#, у) и е 2 = (у,г) са две ребра инцидентни с върха 
У, чиято степен е 2. Такива ребра се наричат последователни 
ребра. Да разгледаме следните две операции. 

Операция 1. Отстраняване на върха у и замяна на ребрата е г 
и е 2 с реброто (х,г). 

Операция 2. Добавяне нов връх у на реброто (х,г), т.е. за¬ 
мяна на реброто (х,г) с две ребра (х,у), (у, г). 

Два графа С\ и С 2 се наричат хомеоморфни , ако са изомор- 
фни или стават изоморфпи в резултат на прилагане на горните 
две операции. 

Очевидно, ако графът С е планарен, то всеки хомеоморфен 
на него граф също е планарен. Тъй като К 5 и Д '3 3 както вече 
доказахме са непланарпи, следва, че планарният граф не съ¬ 
държа подграф, хомеоморфен па К$ или А 33 . Обратното твър¬ 
дение също се оказва вярно. Л. Понтрягин (без да публикува) 
и в последствие Куратовски са доказали следното твърдение, 
характеризиращо плапарните графи. 

> ТЕОРЕМА 7.6. (Теорема на Куратовски) Графзт О е плана- 
рен тогава и само тогава, когато не сбдбргмса подграф хомеомор¬ 
фен па К 5 или А”з,з- <, 

Доказателството на тази теорема може да намерите в [41 а 
също така и в [30]. 1 

ПРИМЕР 7.1. Да разгледаме графите от черт. 1.19: 



2 
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Графът от черт. 1.19 б) е подграф на графа от черт. 1.19 а). 
При това, очевидно в резултат на прилагане на операция 1 за 
ребрата (х, у) и (у,г), т.е. отстраняване на върха у, получаваме 
граф, който е изоморфен на А' 33 . Следователно графът от черт. 
1.19 а) е неиланарен. 

4. Характеризация на Вагнер, Харари и Тат за планар- 
ност 

Съществува и следната характеризация на планарпи графи, 
получена от авторите на [31] и [32]: 


> ТЕОРЕМА 7.7. Графът С е планарен тогава и само тогава, 
когато не съдържа подграф, който може да бъде свит до графа К 5 
или до графа А 33 . < 


Операцията свиване дефинирахме в параграф 1.2. Ла разг¬ 
ледаме следния граф (наречен граф па Петерсен - черт. 1.20). 



Черт. 1.20 

Този граф не съдържа подграф, изоморфен на А 5 или А 33 . 
Следователно, за да използваме критерия на Куратовски с цел 
да покажем непланарността на този граф, трябва да търсим 
подграф хомеоморфен на А 5 или на А 3)3 и по-точно подграф, 
който става изоморфен на А 5 или А 3)3 , в резултат на прилагане 
на операциите 1 и 2 , които дефинирахме по-горе. 

От формулирания в теорема 7.7 критерий, непланарността 
на графа на Петерсен следва очевидно, тъй като след свиване 
на ребрата е\, б 2 , е 3 , е 4 , 65 , се получава графът А 5 (вж. черт. 
1.17). 
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5. Характеризация на Маклейн 


> ТЕОРЕМА 7.8. Графът С е планареп тогава и само тогава 
когато в него съществува такова множество от базисни цикли 
че никое ребро не участва в повече от два от тези, цикли. ^ 

Верността на условието за необходимост в теоремата следва 
от това, че циклите в планарния граф С съответни на крайните 
области, образуват базис и никое ребро на графа не участва в 
повече от два такива цикъла. 

Доказателство на достатъчността е изложено в [33]. 

Съществуват и други характеризации на планарните графи, 
свързани с понятието двойнствени графи. 


6. Двойнствени графи 

Двойнствеността е определена за пръв път от Уитни [34]. По 
същество графът О 2 се явява двойнствен (дуален) на графа С\ , 
ако съществува биективно изображение между техните ребра,' 
така че едно множество ребра в О 2 е цикличен вектор тогава 
и само тогава, когато съответното му множество ребра в С 1 е 
вектор-просто разрязващо множество в С \. 

^ други думи, за да бъдат (?2 и 0\ двойнствени, е достатъчно 
на базисните вектори в подпрострапството на циклите в С 2 да 
съответстват вектори, образуващи базис в нодпространството 
на разрезите в С 1 (вж. параграф 1.4). 

Ше формулираме следните твърдения, свързани с. двойнст- 
веността: 


> ТЕОРЕМА 7.9. Ако 0 2 е двойнствен на графа С\, то и гра¬ 
фът Сг 1 е двойнствен па графа С 2 . < 

> ТЕОРЕМА 7.10. Ако 0 2 е двойнствен на С ь то всеки прост 

цикзл в графа С 2 е съответен па просто разрязващо множество 
в 0 1 и обратно. 4 

> ТЕОРЕМА 7.11. Ако О 2 е двойнствен на то рангът на 

единия граф е равен па цикломатичното число на другия. < 

> ТЕОРЕМА 7.12. Ако граф)ът О има двойнствен граф , то все¬ 
ки негов ребрено породен подграф също има двойнствен граф. < 
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> ТЕОРЕМА 7.13. Ако графът 0 има двойнствен граф, тогава 
всеки хомеоморфен на С граф също има двойнствен граф. 

Следните няколко твърдения разкриват връзката иланарност 
— двойнственост: 

> ТЕОРЕМА 7.14. Ако С е планарен граф, то С има двойнст - 
вен граф. 

Оказва се, че обратното твърдение на формулираното в те¬ 
орема 7.14 също е вярно, т.е. можем да формулираме следната 
по-обща теорема: 

> ТЕОРЕМА 7.15. Графът С има двойнствен тогава и само 
тогава, когато е планарен. 

Ше докажем необходимостта на теорема 7.15. Да допуснем, 
че графът С има двойнствен граф и С не е планарен. тогава, 
съгласно теорема 7.6 (теорема на Куратовски), О ще съдър¬ 
жа подграф II, хомеоморфен на Къ или К 3 ,з • Тъй като и има 
двойнствен граф, съгласно теорема 7.12, подграфът II ще има 
двойнствен граф, откъдето, съгласно теорема 7.13, Къ или ^з,з 
трябва да има двойнствен граф. Ше докажем, че това е невъз¬ 
можно. т.е. че А 5 и К 3 ,з нямат двойнствени с което ще получим 
противоречие вследствие допускането, че 6 не е планарен. 

ЛЕМА 7.1. Графът Кь няма двойнствен граф. 

Доказателство: Да допуснем противното, а именно гра¬ 
фът К ъ има двойнствен граф О . Тъй като простите разрязващи 
множества в К ъ се състоят от 4 или 6 ребра (проверете), то в 
графа О всички прости цикли ще бъдат с дължина 4 или 6 
четна дължина. Но тогава 0 ще бъде биполяреп (2-хроматичеп) 
граф (вж. теорема 2.1). 

Тъй като биполярен граф с 6 или по-малко върха има паи- 
много 9 ребра, би трябвало графът 0 да има попе 7 върха (*). 

Тъй като в К ь всички цикли са с дължина повече от 2, то 
степента на всеки връх в графа С също е повече от 2 (**). 

От изводите (*) и (**) и теорема 1.1 следва, че графът С 

трябва да има поне Ц ребра, т.е. повече от 10 ребра, което 
противоречи на условието, че О има 10 ребра, толкова колко- 
то са и ребрата па двойнствения му граф Къ- Следователно 
графът К$ няма двойнствен. < 
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ЛЕМА 7.2. Графът К^,з няма двойнствен. 

д оказателство: 1. Графът К^,з няма прости разрязващи 
множества, състоящи се от две ребра. 

2. Графът А'з ( з има цикли с дължина само 4 или 6. 

3. Графът Аз ) з има 9 ребра. 

Да допуснем, че графът А'з ( з има двойнствен граф О. От 1, 
2 и 3 следва: 

4. Графът С няма паралелни ребра (цикли с дължина 2). 

5. Графът С не съдържа прости разрязващи множества с по- 
малко от 4 ребра, т.е. степента на всеки връх в С е пе по-малка 
от 4. 

От 4 и 5 следва, че 0 има поне 5 върха, всеки от които с 
от степен не по-малка от 4. Тогава, съгласно теорема 1.1, 0 
трябва да има не по-малко от ^ = 10 ребра (*). 

От 3 и допускането, че О е двойнствен за К з ? з, следва, че С 
има 9 ребра (**). 

От (*) и (**) стигаме до противоречие, което доказва вернос- 
та на лемата. < 

С това доказателството на необходимостта в теорема 7.15 
е завършено. Доказателството па теоремата е предложено от 
Парсънс в [35]. 

7. Оцветявания 

В този параграф вече видяхме, че равнинният граф С опре¬ 
деля равнинна карта, състояща се от самия граф С и страните 
(областите), които графът определя. Още през XIX век е фор¬ 
мулирана следната задача: 

Може ли равнинна карта да бъде оцветена с 4 цвята така, че 
никои две страни, които имат общо ребро в границите си, да не 
са оцветени в един и същ цвят? 

За пръв път през 1852 г. Франсис Гътри формулира тази за¬ 
дача, известна като хипотеза за четирите цвята. Повече от 100 
години хипотезата за четирите цвята, въпреки многобройните 
опити, остава недоказана. 

Разпространявана също от Де Морган (учител на Гътри), 
хипотезата става по-известна едва през 1878 г., когато Кейли 
я предлага на Лондонското математическо дружество. Ведпага 
след това се появяват многобройни ”доказателства” и техни оп¬ 
ровержения, за да се стигне до 1976 г., когато Апел и Хакен в 
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[36] доказват верността па хипотезата, като за целта използват 
и компютри. Ние няма подробно да разглеждаме проблема за 
четирите цвята — обзор на проблема с исторически подроброс- 
ти и неговото развитие могат да се намерят в [37] — [40]. 

Очевидно е, че хипотезата за четирите цвята пе може да се 
усили, т.е. в общия случай три цвята не са достатъчни, за 
да бъде оцветена правилно (никои две съседни страни да не са 
оцветени с един и същ цвят) равнинна карта. Например равнин¬ 
ната карта изобразена долу, не може да се оцвети с по-малко 
от четири цвята. 



8. Оцветяване на върховете 

Да разгледаме графа О , определен по следния начин: 

1. Върхове на графа О са съответните страни (области) на 
равнинна карта. 

2. В графа О съществува ребро между два негови върха то¬ 
гава и само тогава, когато върховете са съответни па съседни 
страни от картата (страни, чиито граници имат общо ребро). 

Ясно е, че хипотезата за четирите цвята, формулирана за 
графа (7, е: Може ли върховете на плапарния граф (7 да се оц¬ 
ветят правилно с четири цвята, т.е. никои два съседни върха в 
графа С да не са оцветепи с еднакъв цвят? 

Ще разгледаме някои резултати, свързани с проблема за пра¬ 
вилно оцветяване върховете на един граф. 

Върхово к-оцветяване на С — това е оцветяване па върховете 
му с к различни цвята. 

Правилно (върхово) к-оцветяване ще наричаме оцветяване, при 
което никои два върха не са оцветени с едип и същ цвят. 

Графът (7 се нарича к-оцветим (върхово), ако съществува 
правилно (върхово) к- оцветяване. 
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Гл.1. Теория на графите. Л лгориттшкчен подход 


В последствие думата "върхово” ще пропускаме и ще разг¬ 
леждаме прости графи. 

Хроматично число ге((Т) па графа С ще наричаме мипимално- 
то число к, за което 0 е к- оцветим. 

Графът С ще наричаме к-хроматичен , ако зе^) = к. 

В бъдеще за краткост вместо "правилно върхово ^-оцветя¬ 
ване”, ще казваме ”/с-оцветяване”, аналогично за графа, че е 
” к -оцветим”. 

Графът от черт. 1.21 а) има хроматично число, равно на 4, 
а този от черт. 1.21 б) е с хроматично число 3. 



2 з 



а) б) 

Черт. 1.21 

Очевидно е, че хроматичното число на пълния граф К п е 

а с(К п ) — и. 

Освен това е ясно, че /с-оцветявапето на графа О = (У, А) по¬ 
ражда разбиване на множеството от върхове V, на независими 
множества У ь У 2 , ..., 14 , при което па всяко подмножество V, е 
присвоен цвят г. Обратното също е вярно. 

Редица реални проблеми се свеждат до задачата за памиране 
на минимален брои цветове за правилпо оцветявано върховете 
па един граф, т.е. до определяне на хроматичното число на 
графа. 

Гдин възможен подход да се атакува този проблем е следният 
”жаден алгоритъм”: 

Подреждат се върховете на 2рафа в произволен ред, например 
х \-> х 2-> •••? х л и в този ред се оцветяват един след друг, като 
стремежът е да се използват колкото се люж^е по-малко цвето¬ 
ве, т.е. оцветяваме върха х г с цвят 1; след това оцветяваме х 2 с 
цвят 1, ако х 2 не е съседен на х\ и с цвят 2 — в противен случай / 
и т.н. Оцветяваме всеки следващ връх с възможно най-малкия 
(като номер) цвят. 

Очевидно е, че предложената процедура пе винаги води до 
оптимално решение, т.е. в зависимост от начина, по който са 
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подредени върховете, могат да се получат оцветявалия с раз¬ 
личен брой цветове. С други думи, прилагането на "жадния 
алгоритъм” води до оцветяване, в което може да се използват 
повече цветове от минимално необходимите. Ше илюстрираме 
казаното с пример. 

ПРИМЕР 7.2. Да разгледаме следния граф С\ 




1 


1 


При избраната номерация на върховете прилагането на "жадния алгори¬ 
тъм” води до: 

- оцветяваме 11 с цвят 1; 

- оцветяваме 12 с цвят 1; 

- оцветяваме 13 с цвят 2 ; 

- оцветяваме х\ с цвят 3; 

- оцветяваме хъ с цвят 2; 

- оцветяваме хе с цвят 3. 

С други думи, използват се 3 цвята, което не е минималния брой цветове. 
Тъй като графът е биполярен, множеството върхове У\ = {х 1 , хз, 2 : 5 } и мно¬ 
жеството върхове = {х 2 , Х4, Хб} могат да се оцветят съответно с цвят 1 и 


цвят 2. 


ЗАДАЧА 7.2. Подредете върховете на граф С така, че "жадният алгори¬ 
тъм” да използва само к = ае(Сг) цвята. 

Очевидно, ако в "жадния алгоритъм” използваме метода тър¬ 
сене с връщане назад , ще стигнем до оптимално решение така: 

На всяка стъпка се опитваме към вече оцветената част да 
добавим още един връх, оцветен с някои от използваните до мо¬ 
мента цветове, ако това е невъзможно, оцветяваме текущо оц¬ 
ветената част по всички възможни начини с използване на съ¬ 
щите цветове, като след всяко такова оцветяване правим опит 
да добавим новия връх (без да се използва нов цвят). Ако се ока¬ 
же, че във всички случаи това е невъзможно, увеличаваме броя 
на цветовете с единица. 

Предложеното решение на проблема се основава на факта, 
че ако част от върховете не могат да се оцветят с к цвята, то 
очевидно и всички върхове на графа не могат да се оцветят с к 
цвята. 
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Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен подход 


Ясно е, че предложеният алгоритъм работи бавно. За прак¬ 
тически нужди е целесъобразно отказването от идеята за мини¬ 
мален брой цветове и подмяната й с оцветяване с 4 цвята, което 
винаги е възможно. 

И в този си вариапт задачата може да се реши с рекурсивно 
реализирано търсене с връщане назад. 

ЗАДАЧА 7.3. Приложете ”жадния алгоритъм”, като използвате търсене с 
връщане назад за графа от пример 7.2. 

В случаите когато размерите па графа са големи (много вър¬ 
хове и ребра), точните алгоритми за оцветяване работят твърде 
бавно. В тези случаи се използват евристични алгоритми, да¬ 
ващи решение близко до оптималното. Една такава евристична 
процедура е следната [41] и [42]: 

Върховете на графа се подреждат по ненараствапе па степе¬ 
ните, т.е. колкото по-голяма е степента па един връх, толкова 
по-наляво в редицата е този връх. Първият връх се оцветява с 
цвят 1. След това в списъка от върхове (отляво надясно) със съ¬ 
щия цвят се оцветява всеки връх, несъсеоеп с друг, вече оцветен 
с този цвят връх. 

След това се връщаме към първия в списъка неоцветен връх, 
оцветяваме го с цвят 2 и отново отляво надясно оцветяваме с 
цвят 2 всеки неоцветен с този цвят връх. Аналогично продължа¬ 
ваме процедурата, оцветявайки с цвят 3, цвят 4 и т.н., докато 
не бъдат оцветени всички върхове. 

Очевидно, броят на използваните от алгоритъма цветове не 
винаги ще съвпада с хроматичното число па графа, а ще бъ¬ 
де едно приближение към него. Практиката показва, че този 
евристичен алгоритъм, работещ в реално време, ефективно до¬ 
ри при големи размери на графа дава добър резултат, близък 
до оптималния. Една прост модификация на описания по-горе 
алгоритъм е следпата: 

След като завърши оцветяването па всички възможни върхове 
в даден цвят, оставащите неоцветени върхове отново се подреж¬ 
дат по ненараствапе на ”остатъчните” им степени — степени¬ 
те в графа, който се получава от дадения, след отстраняване па 
оцветените върхове и инцидентните с тях ребра. 

Ше формулираме две практически задачи, еквивалентни на 
задачата за оцветяване на върховете с мипимален брой цветове 
[42] и [43]: 

ЗАДАЧА: (съставяне на графици за прегледи, проверки и т.н.) 

В календарното планиране прегледите, проверките и т.н. обик¬ 
новено се представят във вид па времеви интервали. Нека па все¬ 
ки преглед съпоставим връх па граф, като в този граф два върха 
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са свързани с ребро тогава и само тогава, когато съответните 
проверки не трябва да се осъществяват едновременно. Тогава за¬ 
дачата за съставяне на оптимален по отношение п загуба време 
график е очевидно еквивалентна на задачата за оптимално оцве¬ 
тяване върховете на графа (минимален брой цветове). 

ЗАДАЧА: (оптимално разпределение на ресурси) 

Често в практиката за изпълнение па п работи (действия) 
трябва да се разпределят т налични ресурси — 51, 52, •••, 5 т . 
Всяка от работите се изпълнява за еднакъв отрязък от време и 
освен това изпълнението на г-тата работа, изисква подмножес¬ 
твото З г от ресурси. 

Да построим граф С по следния начин: на всяка работа (дейс¬ 
твие) съответства връх от графга, като ребро между върховете 
на графа О съществува тогава и само тогава, когато за изпъл¬ 
нението на г-тата и у-тата работа се изисква използването на 
един и същ ресхурс, т.е. З г П 5^ ф 0. 

С други думи, г-тата и у-тата работа не могат да се изпъл¬ 
няват едновременно (ресурсите люгат да бъдат машини, хора и 
т.н.). Очевидно е, че всяко оцветяване на графа С представлява 
някакво разпределение на ресурсите, свързано с изпълнението на 
работите, като върховете с един цвят се интерпретират като 
действия, които могат да се извършват едновременно. Опти¬ 
малното използване па ресурсите, представляващо извършване¬ 
то па всички п действия за минимално време, е еквивалентно па 
върхово оцветяване в С с минимален брой цветове. 

II 1с докажем две теореми, свързани с върхово оцветяване в 
графи: 

о ТЕОРЕМА 7.16. Всеки прост граф О е А + 1 оцветим. 

Доказателство: Да припомним, че с Д бележим макси¬ 
малната степен на връх в графа О. 1Не дадем процедура за 
оцветяване, при която не се използват повече от Д -Ь 1 цвята. 

Да вземем произволен връх V и да го оцветим в един произволен 
Цвят измежду дадените Д + 1 Цвята. Да изберем след това про- 
изволеп неоцветен връх, например У\ и 20 оцветим с цвят, които 
не е използван при оцветява г нето на не 2 овите съседи. Последно¬ 
то е възлюлсно, тъй като д(^У\) ^ Д и следователно на върховете 
съседни е У\ , лю?ат да са присвоени наи-мноъо Д цвята. Тази про¬ 
цедура се повтаря, докато не се оцветят всички върхове. 

Очевидно процедурата правилно оцветява в ьрховете па гра- 
фа и никога няма да използва Д + 2 цвята. < 
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Един възможен подход при оцветяване върховете на граф е 
следният: Ако е известен нодграф С, който е оцветим с мал¬ 
ко цветове, в частност да предположим с <я{С) цвята, можем 
да оцветим оптимално върховете на С и тогава да прилагаме 
предишната процедура за Д + 1-оцветяване. 

В случая, когато С' е породен подграф на С и всеки подграф 

#, С С // С С, У{С) ф У(Н) съдържа връх и Е У (II) — У(0'), 
за който о 1(и) < к , тогава 

а^(С') < тах{& + 1, ае(С ?/ )}. 

Често пъти задачата за оцветяване върховете на граф може да 
се сведе до оцветяване па негови подграфи. Това се прави в 
случаите, когато графът е несвързан — оцветяват се оптимал¬ 
но отделпите негови компоненти и ако се налага, чрез промяна 
означенията се обединяват тези оцветявания. Така може да се 
постъпи и когато в графа има разрязващ връх или по-общо, ко¬ 
гато С съдържа пълен подграф, без върхове па който, графът 
не е свързан. 

ЗАДАЧА 7.4. Ако С е пълен граф или прост цикъл с нечетна дължина, да 
се определи ас(С). 

Отг.: ае = Д + 1. 

Интересно е, че за графите различни от разгледаните в за¬ 
дача 7.4, хроматичното число ае < Д. Гози резултат е получен 
от Ьрукс в [44], като приведеното долу доказателство е дадено 
от Мелников и Визинг в [45]. 

> ТЕОРЕМА 7.17. (Брукс) Нека С е прост свързан граф, който 
пее прост цикъл с нечетна държина и не е пълен граф Тогава 
ае(6 г ) < Д. г г 

Д Г а3 д аТе о ЛСТВ ° : При д ^ теоремата очевидно е вяр¬ 
на. Нека Д > 3 и допуснем противното, т.е. съществува граф 

6, които ис е пълен и за който Д > 3 и ж(С) = Д + 1. Нека 

6 = (^»^) 0 графът с минимален брой върхове, притежават 
тези свойства. 

Пека го Е Е, а 0 е графът, получен от О след отстраняване 
па върха Уо. От начина, по които избрахме С7 следва, че 0* е 
Д-оцветим. Следователно (1(щ) > Д (допускането на противното 
ще противоречи на аг(С) = А + 1). 

Ше формулираме следните важни свойства за 0' (освен ци¬ 
тираното вече): 
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Свойство 1. Във всяко Д-оцветяване на С върховете, съсед¬ 
ни с г>о се оцветяват различно. 

Нека 1 * 1 , Д 2 > •••, нд са върховете съседни с г>о и нека тези 
върхове получават при оцветяването па С , съответно цвето¬ 
ве 1, 2, Д. С (7(г,Д ще бележим подтрафа С\ породен от 
върховете, оцветени с цветовете г и Д 

Свойство 2. Върховете щ и и 3 се намират в една и съща 
свързана компонента на (7(г,Д. Това наистина е така, защо- 
то, ако допуснем противпото, след замяна на цветовете г и з 
в компопентата, съдържаща щ, ще получим ново Д-оцветява¬ 
не на графа С в което щ и и 3 ще са еднакво оцветени, което 
противоречи на свойство 1. 

Да означим с С(г, Д компопентата на (7(г,Д, съдържаща щ и 

Д . 

Свойство 3. Ще докажем, че С(г,з) се явява прост път от щ 
до и 3 (без повтарящи се върхове). 

Да допуснем, че с1{щ) в С(г,з) е > 2. Тогава върхът щ е съ¬ 
седен с не по-малко от 2 върха с цвят Д Тъй като 4(щ) < Д — 1 
в 6", върхът и г може да се преоцвети с цвят к , различен от г 
и Д така че в новополученото оцветяване щ и и 3 да имат ед¬ 
накъв цвят, което противоречи на свойство 1, т.е. отхвърляме 
допускането й(щ) > 2, следователно 4(щ) в С(г,з) е = 1. 

Аналогично (1{и 3 ) в С(г,з) е = 1. 

Степените на всички останали върхове в С(ж, з) са равни на 
2. Да допуснем противпото. Нека и е първият връх в С (*, Д със 
степен повече от 2 на пътя от и{ до . Ако и е оцветен с цвят 
г, то той е съседен с поне 3 върха, оцветени с цвят Д Тъй като 
4(и) < Д, можем да преоцветим и с цвят к ф г, Д при което в 
повото оцветяване щ и и 3 ще се окажат в различни компоненти, 

което противоречи на свойство 2. 

С това доказателството на свойство 3 е завършено. 

Свойство 4. С(г, Д и С(г, к) нямат общи върхове с изключение 
па щ. 

/Тя допуснем, че съществува връх и ф н г ‘, които се явява общ 
връх за С(г,Д и С(г,к). Тогава и е оцветсп в цвят г и е съседен 
с поне 2 върха с цвят ] и два върха с цвят к. 1 ъй като (1[и) < Д, 
съществува цвят / ф г, А;, с който може да се преоцвети н, но 
това разделя върховете и{ и и 3 , което противоречи на свойс¬ 
тво 2. 

Да се върнем към доказателството на теоремата (ще достиг¬ 
нем до противоречие със свойство 4). 

От начина, по който избрахме С непълен граф с Д 1 
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върха, следва че съществуват два несъседни върха, например 
щ и и 2 . 

Пътят С( 1,2) съдържа връх и ф и 2 съседен с щ. Да допус¬ 
нем, че сменяме местата на цветове 1 и 3 в пътя С(1,3) (напом¬ 
няме, че Д > 3) и получаваме ново оцветяване на С , в което 
върхът щ получава цвят 3, а върхът из — цвят 1. Тогава но¬ 
вите компоненти С'( 1,2) и С'{ 2,3) съдържат обтц връх и ф и 2 , 
което противоречи на свойство 4. 

С това доказателството е завършено. < 


Накрая ще дадем доказателство на теоремата за пет цвята, 
дадено от автора па [46]. Доказателсво на тази теорема, изпол¬ 
зващо формулата на Ойлер, може да намерите и в [12]. 


> ТЕОРЕМА 7.18. Всеки плапареп граф е 5-оцветим. 


Доказателство: Да допуснем, че теоремата е вярна за 

графи С(У,А) от ред < п. Ще докажем, че е вярна и за графи 
от ред п. 

От формулата па Ойлер теорема 7.5, следствие 5, в гра¬ 
фа О съществува връх т>о, за който с/(цо) < 5. Да разгледаме 
подграфа С\ породен от върховете V — {?; 0 }. 

Съгласно индуктивното допускане О 1 може да се оцвети с пет 
цвята С \, с 2 , Сз, С\ и с$. Ако е?(го) ф 5, то на върха по в правил¬ 
ното 5-оцветявапе на О може да се даде един от тези цветове. II 
противен случай па петте съседа щ, у 2 , п 3 , у 4 и у 5 на 7; 0 , могат 
да се присвоят различни цветове. 

Да допуснем, че на т,, 1 < г < 5 е присвоен цвят с,- и нека вър¬ 
ховете У \, г> 2 ? •••) ^5 са разположени по часовниковата стрелка 
спрямо г’о, както е показано на черт. 1.22. 
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О(о и с л ) 



Нека с 3 ) е иодграфът на С , породен от върховете, на кои¬ 
то е присвоен цвят С{ или с^. Компонентата С(с 1 ,с 3 ), съдържаща 
върха VI, трябва да съдържа и върха и 3 , тъй като в противен 
случай, взаимната смяна на цветовете с г и с 3 в тази компонента 
ще води до оцветяване на Уо в цвят с\. 

Аналогично компонентата С'(сх,С 4 ), съдържаща върха у х ще 
съдържа и върха у^ (черт. 1 . 22 ). 

Тогава в С(с 2 ,с 5 ) върховете у 2 и у 5 няма да бъдат съединени 
с път. Това дава възможност в компонентата С(с 2 , с 5 ), съдържа¬ 
ща върха у 2 да сменим местата на цветовете с 2 и С 5 , при което 
Щ може да се оцвети в цвят с 2 . По този начин се оказва, че 
графът С е 5-оцветим. 

С това теоремата е доказана. < 


9* Ребрено оцветяване. Хроматичен индекс 


Ребрено к-оцветяване на графа се нарича присвояването на 
ребрата на к различни цвята. 

Ребрепото /:-оцветяване се нарича правилно , ако никои две 
еъседни ребра не получават еднакъв цвят. 

Графът О се нарича ребрено к-оцветим , ако за него същест- 
15 Уиа правилно ребрено ^-оцветяване. 
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Хроматичен индекс или ребрено хроматично число ге'(С) на 
графа С се нарича минималното число к , за което О е ребрено 
^-оцветим. 

Графът С се нарича ребрено к-хроматичен , ако аУ(С) = к. 

На черт. 1.23 е даден граф с хроматичен индекс 5. Числото 
приписано на всяко ребро е номер на цвета. 



Следните няколко бележки са очевидни следствия от дефини¬ 
циите. 

1. Хроматичният индекс (ребреното хроматично число) сИ.'(С) 
очевидно е не по-малък от А(6'), т.е. 

ае / (С') > Д((7) = шахб/(г^). 

у,еУ 


За големи класове графи горното нестрого неравенство се 
изпълнява като равенство. Например за биполярпите графи 
ге'(С) = А(С). 

2. Всяко ребрено А:-оцветяване на графа С(\ г , А) води до раз¬ 
биване {А\, А 2, ..., Ак) на множеството А, където А{ е подмно¬ 
жеството от ребра, оцветени с цвят г. Обратното също е вярно. 

Лруга тривиална долна граница за ае следната: 

Ако в Ся няма /? + 1 независими ребра*, следва че всеки хро¬ 
матичен клас има най-много [5 ребра. Ако броят на ребрата в 
С е т , тогава очевидно за а е?(С) имаме 


а'(С) > 



1 


‘Независимо множество ребра е такова, в което никои две ребра не са сь 
седни. 
















Г. Лланарии ц двойнствени графи. Оцветявания 


151 


където |У| е най-малкото цяло число > 2 . 

4. Ако К п е пълен граф с п върха, то 

а) ае'(Л п ) = д — 1, при п — четно; 

б) ае , (А п ) = п, при п > 3 — нечетно. 

5. Тъй като всяко ребро е съседно с най-много 2(Л —1) ребра, 
една горна грапица за а с'(С) е 

ж'(С) < 2А - 1. 

6. Ако А(С) > 3, от теоремата на Брукс следва 

ае / (С') > 2Д - 2. 

7. Ако оцветяването С = (А ь А 2 , ..., е правилно, то всяко 
А{ се явява сдвояване. Следователно аз \0) е минималния брой 
сдвоявания, на които се разбива множеството ребра на графа. 
Тази характеризация на хроматичния индекс се оказва полезна 
при доказателството на някои твърдения. Например: 

> ТЕОРЕМА 7.19. Ако С е биполярен граф, то аз \С) = Д. 

Доказателство: В 1. установихме, че а Р{0) > Д. Тъй 
като множеството ребра в биполярпия граф може да се разбие 
на Д сдвоявания, то ае'(С') < Д.От последните две неравенства 
следва <&'(С) = Д, което трябваше да се докаже. « 

В общия случай, Д цвята са недостатъчни, за да се оцветят 
правилно ребрата на един граф. 

Визинг в [47] е доказал, че за прост граф са достатъчни Д +1 
цвята за правилно ребрено оцветяване. 

> ТЕОРЕМА 7.20. (Визинг) Ако С = (V, А) е прост граф, то 
или аз \С) = Д или а е'(С) = Д + 1 (т.е. А < ае'(С') < Д + I). 

Доказателство: Ше изложим едпо доказателство, даде¬ 
но в [12], което се отличава със своята краткост и яснота. 

Да допуснем, че вече сме използвали цветовете 1, 2,..., Д 1 
за оцветяване на всички ребра с изключение па едно. Ще прик¬ 
лючим, ако можем да покажем, че това ребро също може да 
бъде оцветено. 

Казваме, че един цвят отсъства във върха г, ако никое от 
ребрата, инцидентни с този връх, не е оцветено с него. Ако 2 
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е инцидентен е д!(г) < (1{г) < А оцпетони ребра, то А + 1 ^(г) 

цвята отсъстват в г. В частност във всеки връх отсъства попе 


един цвят. Пашата цел е да разместим цветовете и неоцветено¬ 
то ребро по такъв начин, че един цвят да отсъства в двата му 
края, което ще ни позволи да завършим оцветяването. 

Пека ху\ е неоцветеното ребро. Пека 5 е цвят, който отстъс- 
тва в х , и нека 1\ е цвят, който отстъства в у\. П1е построим 
редица от ребра гст/ 1 , х У 2 ч ••• и редица от цветове Л? ^ 2 ? ••• таки¬ 
ва, че 1 Х отсъства в у г , а ху г +\ има цвят 1{. Ла допуснем, че сме 
построили ху[, ..., ху г и П, ..., Ц. Има най-много едно ребро ху 
с цвят 1 г . Ако у 0 {у\, ..., у г }, полагаме у г +\ — у и избираме цвят 
/ г+ 1 , който отстъства в Уг+ 1 - В противен случай прекратяваме 
редицата. Тези редици трябва да завършат с най-много Д(6’) 
члена — нека ху], ..., хук и Л 5 • ••? Л са окончателните редици. 
Ла разгледаме двете възможни причини, които са ни принудили 
да прекратим редиците. 

а) Няма ребро ху с цвят Л- Тогава ще преоцветим всяко от 
ребрата ху{, г < к, съответно с цвета Ц. В полученото оцветя¬ 
ване всички ребра са оцветени с изключение на ху / 1 . Обаче, тъй 
като Л отстъства както в ж, така и в у/ ь , можем да приключим, 
като оцветим хук с Л- 

б) За някое у < Н реброто ху 3 има цвят Л- Най-напред ще 
преоцветим всяко от ребрата ху г: г < у, съответно с цвета Ц. 
Тогава пеоцветеното ребро е ху у Пека #(з,Л) е подграф на 67, 
образуван от ребрата с цветове 5 и Л- Всеки връх от Я(з,Л) 
е инцидентен с най-много две ребра в //(з,Л) (едното с цвят 
з, а другото — с Л)- Затова компонентите на Я(з,Л) са пъ- 
тища и цикли. Всеки от върховете х, у^ и ук има най-много 
степен 1 в П(з,1к), затова те ие могат да принадлежат на една и 
съща негова компонента. I огава поне един от следните случаи 
е налице. 


61 ) Върховете х и у^ принадлежат на различни компоненти 
на Я(з,Л)- Ла разменим цветовете з и Л в компонентата, съ- 
дьржаща у^. Iогава .*> отстъства както в х , така и в у 1 и затова 
можем да приключим, като оцветим хуу с 5 . 

62 ) Върховете х и у} ъ принадлежат на различни компоненти 
на 11[з,1ъ.)- Ла продължим преоцветявапето на ребрата, инци¬ 
дентни с х, като ху ^оцветим в цвета 1 г за всяко г < Н. Така хун 
остава неоцветено. Тази промяна пе включва ребра с цветове 5 
и Л, загова //(5, Л) не се изменя. Сега да разменим цветовете в 
компонентата, която съдържа уд. Това гарантира, че з отсъс- 
1 ва как го в .т, така и в уд, затова можем да го използваме за 
оцветяване па реброто ху д. 
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Забележете, че горното доказателство дава алгоритъм за оц¬ 
ветяване на ребрата с не повече от Д + 1 цвята. 

По-подробно изложение на предшестващите резултати чита¬ 
телят може да намери в Хаджиивапов II., Числа на Ремзи [14]. 

1.8. Алгоритми за анализ на графи 


Ясно е, че изследването на редица задачи от практиката на¬ 
лага използването па графи. Успешното решаване на задачи¬ 
те изисква да се определят теоретико-графовите свойства на 
разглеждания проблем. Това е особено важно, защото ще даде 
идеи, методи и конкретни алгоритми за решаване на даден клас 
проблеми. Например, изследването и установяването на редица 
свойства на биполярните графи (параграфи 1.2 и 1.5), теореми¬ 
те на Хол, Берж и Менгер, алгебричната теория и матричното 
представяне на графи дават теоретична основа, на която се ба¬ 
зират и конструират алгоритми, решаващи реални проблеми от 
практиката. 

По принцип графите, с които се описват реалните задачи, са 
с голяма размерност. Изчислителната сложност на алгоритъ¬ 
ма явяваща се мярка за времето на изпълнение на алгоритъма, 
е функция от размера на задачата, представена с входни дан¬ 
ни^При задачи с графи под размерност на задачата може да се 
пячбипя 11/1 те броя на върховете. Сложността на алгоритъ- 
^с б е ИР опйел Т я „а б Гобшо като функция /, така че /(») е равно 
на най-големия брой стъпки па алгоритъма за произволен граф 
с п върха Под размерност на задачата може да се разбира и 
двойката /1СМГ1), т.е. сложността е функция на две променливи 

нГт) и е равна па най-големия брой стъпки, изпълнявани от 
;{п,т) и е равин А с п върХ а и т ребра. При изс- 

алгоритъма за П Р°^ 3 ^ ма се използва следния символ 

ледване сложността на алгоршьм 

па Лапдау 


/( п) = О(з00) 


3 с, по > 0 такива, че за Уп > по 
Ип) < с.д(п). 


- ги („\\ гр чете "порядък не по-голям от д(п) п . По- 

^имволът 0(д(п)) се * със СЛ ожпост на алгоритъм са 

тодробно въпросите, т 1иТ ирапата сложност се нарича още 

дадени в параграф -^ ^ СЛО жността но памет. 

времева сложност з р са с ГО ляма размерност, така на- 

Тъй като реалиит изчерпване или не дават в реално 

) е челите алгоритми с пълно ив и 
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време решение на проблема, или го правят бавно и неефективно. 
При динамични системи, където бързодействието е от особена 
важност, се налага не просто да се намери алгоритъм, а да се 
памери бърз и ефективен алгоритъм. 

В този параграф ще бъдат разгледани въпроси, свързани с 
машипното предстаяне па графи и някои основни методи за тър¬ 
сене в графи — търсене в дълбочина, търсене в ширина и тър¬ 
сене с връщане назад. Тези методи широко се използват при 
конструирането на конкретни оптимизационни алгоритми. 

1. Машинно представяне на графи 


Представянето на графите като изображение в равнината чрез 
точки и съединяващи ги линии е безспорно полезпо, ясно и удоб¬ 
но за човека. Това представяне на графите обаче е безполез¬ 
но и неприложимо като форма за изчислителните машини. Ще 
акцентираме върху няколко основпи начина за представяне на 
информацията, свързана с един граф във вид, удобен за компю¬ 
търа. 

В параграф 4 на тази глава "Матрично представяне па гра¬ 
фи" бяха дадени вече някои идеи в тази посока. 


МАТРИЦА НА ИНЦИДЕНТНОСТ (ПАРАГРАФ 1.4). 


Това е 

един начин информацията за графа да се съхранява и обработва 
от компютър. 


а) позитиви. Очевидно матрицата на инцидентност дава въз¬ 


можност да се извлича полезна информация за графа. Пай-мал- 

бппл-т 1 ^1 а ^ 1Ю тео Р ема ^-3, с нейна помощ може да се определи 
окриващите дървета в един граф и самите дървета. 


б) негативи. От алгоритмична гледна точка матрицата па 

__ (_9 


-—-___| *—* ж ^ ахиъ Ш1Х 1 1 ^ ж ~ 

з И = ПТИОСТ Пе е па ^~Д°бР ия начин за представяне на графа, 

^ 11е °бходими са п.тп клетки от паметта, при това голяма 
част от тях са заети с нули. р 

2. Достъпът до информацията не е удобен. За да се устано¬ 
ви съществуването на дъга (г г -, г> 3 ) или да се определят съседите 
на връх V,-, се налага (в най-лошия, неблагоприятен случай) да 
се прегледат всички стълбове на матрицата, което означава т 

СТЪПКИ. ’ 
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МАТРИЦА ПА СЪСЕДСТВО (ПАРАГРАФ 1.4) 


чай това е по-добър начин за представяне на графа С. 


В много слу- 


а) позитиви. В случая въпроси от типа за съществуване на 


ребро (и, у) се решават с една стъпка. Освен това, както видях¬ 
ме в параграф 1.4, с матрицата на съседство лесно се определят 
степените на върховете и се намира броят на пътищата между 
два върха с фиксирана дължина з. Матрицата па съседство 
дава възможност (параграф 1.6) за намирапе на хамилтонови- 
те вериги в графи и е полезна при търсене решения на много 
графови задачи. 


б) негативи. Едип основен негатив е, че независимо от броя 


на ребрата в графа, обемът на използваната памет е п 2 . При 


малки стойности на п това неудобство може частично да се от¬ 
страни, като редът (или стълбът) па матрицата се съхранява 
в една машинна дума. 

Втори недостатък при използване матрицата на съседство е 
следният: Нека Р е свойство и Р(С ) = 0 да означава, че гра¬ 
фът О не притежава това свойство, а Р(С) = 1 графът С 
притежава това свойство. Нека свойството Р удовлетворява: 

1. Р(С) = Р{С), ако С и С са изоморфни. 

2. Р(0) = 0, за произволен "празен” граф (Е,0) и Р(О) = 1 
за произволен пълен граф със същото множество върхове (|Е| 

е достатъчно голяма). о 

3. Добавянето па ребра към О не нарушава свойството Р. 

Оказва се, че ако Р е свойство на 1 рафа, за коезо са изпъл¬ 
нени горните три условия, е в сила следната теорема. 


> ТЕОРЕМА 8.1. [48, 49] Всеки алгоритъм, проверяващ свойс- 
твото Р, гп.е. изчисляващ Р{С) за даден граф С с помощта на 
матрицата на съседство, изпълнява в най-лошия случай П(п 2 ) стъп- 


В горната теорема използваният символ П(д(п)) се дефинира 
по аналогия с 0(д(п )) така: 


/(«) = П(д(п)) <=> 


3 с, по > 0 така, че за Уп > п 0 
/(п) > с.д(п). 


Няма да се спираме върху позитивите и негативите на оста- 
палите видове матрици, които бяха разгледани в параграф 1.4. 
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Като самостоятелно упражнение читателят може да се опита 
сам да направи това. 

Когато графът не е достатъчно плътен, т.е. броят на реб¬ 
рата т е доста по-малък от те 2 , може да се използва следното 
представяне на графа, което е икономично по отношение на па¬ 
мет. 


СПИСЪК ДВОЙКИ СЪОТВЕТНИ НА РЕБРА ТА. [ В този слу 


чай обемът изискуема памет е 2тте, където т е броят на ребрата. 
В случая обаче, основния недостатък се състои в големия брой 
стъпки — порядък ш, които са необходими, ако се налага да се 
определи множеството върхове, към които има ребра от даден 
връх. 

Обикновено в този случай множеството двойки се подрежда 
лексикографически. 


ПРИМЕР 8.1. Да разгледаме следните графи: 

2 3 2 



СПИСЪК НА ИНЦИДЕНТНОСТ. При този вид структури- 
ране на данните за всеки връх V Е V има списък върхове те та¬ 
кива, че V —* те, когато графът е ориентиран или у — те, когато 
графът е неориентиран. 

С други думи, всеки елемент от списъка на инцидентност се 
явява запис г, съдържащ г.ред и указател г.след за следващия 
запис в списъка. За последния запис в списъка г.след= ш1. НА¬ 
ЧАЛО [у] се явява указател за начало на списъка, съдържаш 
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върховете от множеството {и : у —> и]. Неформално такъв спи¬ 
сък ще обозначаваме със ЗАПИС [г], а цикълът, изпълпяващ 
дадепа операция за всеки елемент и от този списък ще записва¬ 
ме Гог и 6 ЗАПИС [г] сю...” 


И в бъдеще ще използваме една неформална версия на езика 
Паскал при описването на алгоритми, взаимствапа от [17]. 


При неориентирани графи очевидно и в този случай всяко 
ребро (^,у) се представя два пъти — чрез върха у в списъка 
ЗАПИС [м] и чрез върха и в списъка ЗАПИС [у. 


За графите С\ и С 2 от пример 8.1 съответните списъци на 
ипцидентност ЗАПИС [г>] са: 


НАЧАЛО 


1 

2 

3 

4 

5 

6 



а) 
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НАЧАЛО 


1 

2 

3 

4 

5 



б ) 

Необходимите клетки памет при използването па списъка на 
инцидентност е от порядък т + п. 

2. Търсене в дълбочина 

Много практически проблеми и по-точно тяхното решаване е 
свързано със систематично обхождане върховете на графа та¬ 
ка, че всеки връх да се обходи точно веднъж или к пъти, където 
к е ограничено от някаква ”разумна” константа. Същото важи 
и за обхождането на ребрата в графа. 

Ще дадем едип метод за търсене в неориентиран граф, който 
е основа за проектирането на редица алгоритми в графи. Мето¬ 
дът се нарича търсене в дълбочина (англ. йерЪЬ Иг84 зеагсЬ) [50]. 
Общата идея на този метод е следната; 

Лзбираме произволен връх 1 ?, от които започва търсенето. 
Върхът V се нарича още корен (алгоритъмът строи дърво, ко- 
гато С е свързан) или начален връх. Върхът V се счита за мар~ 
киран (разгледан) връх. 

След това избираме ребро (и 7 х) и преминаваме по него, за 
да попаднем във върха х. При това ориептираме реброто от ‘О 
към х. Реброто (^, ж) след тези действия се счита за маркирано 
(разгледано) ребро и се нарича ребро на дървото. Върхът V се 
нарича баща за върха х и се бележи с ЕАТНЕЯ х. 

В общия случаи, когато се намираме в произволен връх $7 
има следните две възможности: 
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А) Всички ребра инцидентпи с х вече са разгледани. Тогава 
се връщаме към ЕАТНЕЯ х и продължаваме търсенето от него. 

ърхът х от този момент нататък се нарича напълно сканиран 
(използван). 


В) Съществуват немаркирани (неразгледани) ребра инциден¬ 
тни с х. тогава се избира едно произволно такова ребро ( х,у ), 
което се ориентира от х към у. От този момент нататък ребро- 

то ( х,у ) се счита за маркирано (разгледано), като са възможни 
следните два случая: 


1. Ако не сме преминавали по-рано през върха у, т.е. у не е 
маркиран (разгледан), преминаваме по реброто ( х , у ) до върха у 
и продължаваме търсенето от върха у. В този случай реброто 
( х чУ )> по което сме преминали, става ориентирано, маркирано 
(разгледано) и се нарича ребро на дървото , а х =ГАТНЕК(?/). 

2. Ако през върха у вече сме преминавали, ориентираното 
ребро (х,у) се нарича обратно ребро и търсенето продължава 
по друго неразглеждано ребро инцидентно с х. 


Търсенето в дълбочина завършва, когато се върнем в корена 
V и всички върхове са напълно сканирани. 


Описаното търсене в дълбочина очевидно разбива множест¬ 
вото ребра на графа на две подмножества — ребра на дървото 
и обратни ребра. Освен това е очевидно, че ребрата на дърво¬ 
то образуват покриващо дърво Т за свързания граф О. Накрая 
разглеждания неориептираи граф очевидно не е задължително 
да бъде свързан. 


Преди да илюстрираме с пример търсенето в дълбочина, че 
отбележим още следното. По време на търсенето в дълбочина, 
когато за пръв път се преминава през даден връх х, па него 
може да се съпостави цяло число МАЯК(т) така, че МАЯК(х) е 
равно на г, ако х се явява г-тия поред преминат връх. МАЯК(ж) 
се нарича дълбочина на х и показва реда, по който се премина¬ 
ват върховете при търсенето в дълбочина. Въведеното понятие 
дълбочина на х не трябва да се бърка с понятието дълбочина 
на дърво, т.е. с максималното разстояние (брой ребра на дър¬ 
вото) между корен и лист на дървото. 


ПРИМЕР 8.2. Ще илюстрираме търсенето в дълбочина в следния граф С. 
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V 1 



Прилагането на търсене в дълбочина води до: 

1 



Черт. 1.25 


КОМ ЕII ТА Р: 

Числата в черт. 1.25, приписани на всеки връх щ, са всъщ¬ 
ност стойностите па МЛ11К(н,) и показват реда на преминаване 
през върховете при търсенето в дълбочина. 

Плътните ребра са ребрата на дървото, а пунктираните реб¬ 
ра са обратните ребра (ребрата са ориентирани). 

Обикновено получаваният ориентиран граф се бележи с < 3 . 
ребрата па дървото образуват ориентирано покриващо дърво 

Обърнете внимание, че обхождането на графа не е единст¬ 
вено, тъй като ребрата инцидентни с даден връх могат да се 
избират в произволен ред. 

Пълното сканиране на върховете, при реализираното търсе¬ 
не в дълбочина от черт. 1.25, се осъществява в следния ред: 

г, 6, ^7, ^5, ^9, У 8 , V; з, У 4 , у 2 , VI. 

Следната рекурсивна процедура [17] дава по-формалпо опи¬ 
сание па алгоритъма за търсене в дълбочина: 
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1 ргосес!иге И ?Сг(у) 

(^търсене в дълбочина от връх V ; 

променливите НЕМАРКИРАН, ЗАПИС са глобални *) 

2 Ъе§т разглеждане на НЕМАРКИРАН [и] :=лъжа; 

3 Гог и еЗАПИС[у] Ао 

4 а НЕМАРКИРАН [и] 1Ьеп \УС(и) 

5 епс! (* връх V напълно сканиран *) 

Когато графът не е задължително да бъде свързан, търсе¬ 
нето в дълбочина може да се извърши със следния алгоритъм 
[17]: 

1 Ъе§т 

2 Гог V Е V (1о НЕМАРКИРАН [г>] :=истина; 

(* инициализ ация*) 

3 Гог V Е V с1о 

4 Н НЕМАРКИРАН [г] 1Ьеп \УС{у) 

5 епс! 

От структурата на процедурата \УС се вижда още, че всеки 
връх се разглежда не повече от един път, тъй като се разг¬ 
леждат само върхове V , за които НЕМАРКИРАН [п] :=истина 
и след преминаването през този връх се изпълнява командата 
НЕМАРКИРАН [у] -лъжа (ред 2). Тъй като алгоритъма стар¬ 
тира търсенето последователно от всеки все още неразгледап 
връх, то ще бъдат разгледани всички върхове на графа. 

Сложността на този алгоритъм е 0(п + т). 

ЗАДАЧА 8.1. Да се модифицира алгоритъма за търсене в дълбочина в 
произволен граф, така че да се изчисляват свързаните компоненти на графа. 

В [17] е дадена и следната нерекурсивна версия на процеду¬ 
рата \УС, като рекурсията се отстранява по стандартпия начин 
с използване на стек. Всеки разгледан връх се поставя в стека 
и се отстранява след като е напълпо сканиран. 

1 ргосеВиге \У01[у] 

(^търсене в дълбочина с корен г; предполагаме, че в на¬ 
чалото на търсенето Р[и] — указател на първия запис в 
списъка ЗАПИС [и] за всеки връх щ масиви Р, НЕМАРКИ¬ 
РАН — глобални *) 
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2 Ъе 5 т СТЕК\= 0; СТЕК V ; 

разглеждане на V ; 

НЕМАРКИРАН [у] := лъжа; 

3 ™ЬПе СТЕК ф 0 с!о 

4 Ъе^т ^ := 1ор ( СТЕК)\ 

(* ^-връхния елемент на стека*) 

(* намери първия нов връх в списъка ЗАПИС [/]*) 


5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 


13 

14 

15 

16 
17 


1 Г Р[1] =ш1 1Ьеп Ь :=лъжа 

е1зе Ь :=по! НЕМАРКИРАН [РЩ | .ред]; 

\уЬПе Ь с1о 

Ье§1п Р[{\ := Р[{\ |.след; 

1 Г Р[1 ] =ш1 1Ьеп Ь :=лъжа 

е1зе Ь :=по! НЕМАРКИРАН [РЦ] | .ред] 

епс1; 

И* Р[1] /т1 1Ьеп 

(* намерен е неразгледан връх*) 

Ье§т I := РЩ |.ред; СТЕК <= Ц 


разглежда се Ц НЕМАРКИРАН [/] := лъжа 
епс! 

е1зе (* връх I е напълно сканиран*) 

I <= СТЕК 
(*отстранява се връхния елемент на стека*) 

18 епс! 

19 епс! 

Търсенето п дълбочина при ориентирани графи е аналогично 

както за неориентирани графи с тази паз' . 

гт „ » по? г паф Л тт ^ * , 1 ^ 1,ии разлика, че преминаването 

по ребрата на графа става в съответствие с тяхната ориен¬ 
тация. Като следствие от това ограничение, при ориентирани 
графи ребрата се разбиват не па две, а на четари категории. 

риИТзГидр“ 110 Па СЪ ° ТВеТНИЯ ал горитъм можете да наме- 

Реализирапото търсене в дълбочина от черт 1 25 съглас¬ 
но предложената процедура ИЧЗЗД може да се илюстрира по 
следния начин: ^ ^ 
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Сканиране 4 
Сканиране 5 
Сканиране 6 
Скапиране 3 
Сканиране 2 
Сканиране 1 
Сканиране 7 
Сканиране 8 
Сканиране 9 


V 

ш 






^3 


г>5 


д 7 


^6 


Щ 


У2 


Ч 



ой! 
ои1; 
ой! 
ои! 
ои! 
ой! 
ои 1; 
ои! 
ой! 


4 

5 

6 
3 
2 
1 

7 

8 
9 


Черт. 1.26 

Ако в дървото Т, получено при търсенето в дълбочина, съ¬ 
ществува ориентиран път от връх д до връх д, то д се нарича 
предшественик на д, а върхът и — потомък (наследник) на и. 
Ако и = ЕАТНЕЯ(и), върхът и се нарича още син на и. Ясно е, 
че един връх може да има повече от един син. 

Два върха и и и се наричат съотносими , ако единият от тях 
е потомък на другия. 


> ТЕОРЕМА 8.2. Нека (и, и) е ребро в свързания неориептиран 
граф С. 2Ъгава във всяко дърво Т, съответстващо на търсене в 
дълбочина в този граф, върховете и и и са съотносими. 


Доказателство: Да допуснем, че съществува дърво Т, в 
което съседните върхове и и и са несъотносими (пито и е пото¬ 
мък на д, нито д е потомък на д). Тогава е ясно, че съществуват 
Два върха и 52 такива, че: 

1. РАТПЕН(. я) = РАТНЕЩзг)-, 

2. де потомък на 5 } иде потомък на 52, както е показано иа 
черт. 1.27. 
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Черт. 1.27 


Ако Т\ и Т 2 са поддърветата на Т съответно с корени 61 и 52 , 
без ограничение па общността да допуснем, че 

МАКК{з 1 ) < МАКК(з 2 ). 


Тогава от алгоритъма за търсене в дълбочина следва, че вър¬ 
ховете на поддървото Т 2 се разглеждат само след пълното ска¬ 
ниране на върха 5 ^, т.е. при разглеждането на върха V върхът и 
със сигурност е немаркиран, откъдето следва, че реброто 0 и) 
трябва да бъде ориентирано от у към и и да бъде маркирано 
съгласно алгоритъма като ребро на дървото. Противоречие, 
отхвърляме допускането, т.е. дървото, изобразено на черт. 1.27 
не може да се получи вследствие прилагане на търсене в дъл¬ 
бочина (при съществуване на ребро (г>,м)). < 


3. Търсене в ширина 


свен търсенето в дълбочина, също се използва още един 
метод за системно търсене в графи, наречен търсене в ширина 
(англ. ЬгеасПЬ Ягб! зеагсЬ). При търсенето в дълбочина, кол- 
кото по-късно бъде посетен един връх, толкова по-рано той се 
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гканира. По-точно, от два върха "втория” се разглежда пр - 
дн сканирането на "първия”. Припомняме, че разгледаните, 
в се още несканирани върхове се натрупватв стек. Груоо каза- 
во при търсенето в ширина стекът се заменя с опашка. р 
това модифициране колкото по-раио бъде маркиран, разгледай 
един връх (бъде добавен в опашката), толкова по-рано той се 

сканира (отстранява се от опашката). 

И в този случай сканирането па върховете се извършва с 
помощта на обхождане на всички перазгледапи съседи на този 

В ^3а графа от пример 8.2 търсенето в ширина може да се илгос- 
трира така! 

1п1 т2 шЗ ш4 1п 5 тб т7 т8 ш9 



Процедурата търсене в ширина по-формално може да се 
опише така [17]: 

1 ргосейиге Ж5[г;] 

(^търсене в ширина в граф с начален връх V , променливите 
НЕМАРКИРАН, ЗАПИС са глобални *) 

2 Ье§т 

3 ОПАШКА:= 0; ОПАШКА «= »; 

НЕМАРКИРАН [»] := лъжа; 

4 т»ЬИе ОПАШКА ^ Ч) Ао 

5 Ъе@т р <= ОПАШКА', 
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6 


Гог и Е ЗА ПИС [р] с1о 


г-у 

I 


8 


Н НЕМАРКИРАН [и] 1Ьеп; 

Ъе§т ОПАШКА <= и\ 
НЕМАРКИРАН [и] := лъжа; 


9 


епс1 


10 епс! 

11 епс1; 

Изчислителната сложност на търсенето в ширина, както и 
при търсенето в дълбочипа, е от порядък т + п (всеки връх 
се добавя в опашката и се отстранява от опашката точно един 
път, а броят итерации на цикъла от ред б има порядък, равен 
на броя на ребрата в графа). 

Двата вида търсене — в дълбочина и в ширина, могат да се 
използват за намиране на пътища между произволни фиксирани 
върхове V и и в графа. За целта е достатъчно да се стартира 
търсенето във връх -у и то да се осъществява до момепта на 
достигане на върха и. 

Търсенето в дълбочина е по-удобно от гледна точка на това, 
че при посещението на върха и , стекът съдържа върховете, оп¬ 
ределящи пътя от V до и (всеки връх, добавен в стека, е съседен 
на върха на стека). 

За съжаление, полученият с търсене в дълбочина (г> - и) път 
в общия случай не е възможно най-краткия. В параграф 2.3 на 
следващата глава ще дадем алгоритми за търсене на най-кратки 
пътища. 

Споменатият по-горе недостатък липсва при търсене на (г> - 
и) пътища с метода търсене в ширина. Процедурата \У5 може 
лесно да се модифицира с малка промяна (редове 7-9) [17]: 


Н НЕМАРКИРАН [и] 1Ьеп 


Ъе§ш ОПАШКА <= щ 
ПРЕДХОДЕН [и] := р 


и- НЕМАРКИРАН [и] := лъжа; 


епс! 


След приключване работата на така модифицираната проце¬ 
дура, таблицата ПРЕДХОДЕН съдържа за всеки маркиран връх 
и върха ПРЕДХОДЕН [и], т.е. върха, от който сме попаднали в 
и. Най-краткият път от и до V се обозначава с последовател¬ 
ността и = щ, и 2 , ..., щ = V, където щ+\ = ПРЕДХОДЕН [щ] за 
1 < г < к и к се явява първия индекс г, за който щ = V. 
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Процедурите за търсене в дълбочина и в ширина може да се 
използват и за намиране на покриващо дърво в свързан граф О 
(вж. праграф 2.3, глава 2). 

4. Принципи за търсене в дървото на решенията 

Решаването на една графова задача Ро (начална задача) чес¬ 
то се разбива на определен брой подзадачи Р ь Р 2 , Рк , които 
в съвкупност представляват задачата Ро. Обикновено се правят 
опити (когато задачата Ро не може да се реши) да се разреши 
всяка от нейните подзадачи. Под разреши се разбира следното: 

(*) или да се намери оптимално решение; 

(* ж ) или да се покаже, че подзадачата се явява недопустима; 

(***) или да се покаже, че зпачението на оптималното реше¬ 
ние е по-лошо от полученото до момента най-добро решение. 

Разбиването на подзадачи се описва с дърво, в което върхо¬ 
вете са съответни на подзадачите (черт. 1.28). 



Черт. 1.28 

Причината за разглеждането на подзадачи па задачата Ро 
обикновено е свързана с по-малката размерност на подзадачите 
или с притежаването от тях на структурни свойства, неприсъщи 
на началпата задача Ро- Може да се окаже, че някоя от зада¬ 
чите Р г не може да се разреши, поради което и тази подзадача 
се разбива на нови подзадачи, както е показано па черт. 1.28. 

Па всеки етап множеството задачи, изискващи разрсшимост, 
се представят с множеството от висящите върхове иа дървото 
(върховете от степен 1). Корепът па дървото изобразява на¬ 
чалната задача Р 0 . 
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Очевидпо, ако с {Р} означим мпожеството от дупустими р е _ 
шения на една задача Р, то 

(8.1) {«} = №,} и и- и {*,}■ 

Тогава очевидно 

(8.2) {Ро} = и{Р(^)\Р^) — висящ връх в дървото}. 

Когато трябва да се получат (обходят) всички решения на 
задачата Р 0 (а не само оптимално решение), трябва да се об¬ 
ходят решенията на всяка от подзадачите от горецитираното 
разбиване. В този случай е полезно да се избягва дублира¬ 
не в построяваните решения, т.е. необходимо е да се разбива 
задачата Р, на подзадачи Р± х , ..., Р, г така, че 

( 8 - 3 ) {ЛЛп{Л,} = 0, 

за всеки две подзадачи Р{ 3 и Р г<? , з ф д. 

Условието (8.3) не е необходимо за осъществяване търсепе 
в дървото на решенията, но то е полезно, защото определя раз¬ 
биване, изгодно от изчислителна гледна точка, тъй като: 

1. Ако Ро е оптимизационна задача, то оптималното решение 
се явява решение на една и точно една подзадача, представела 
с висящ връх. 

2. Ако Ро е задача, свързана с пълно обхождане, то множес¬ 
твото от всички нейни решения е обединение на множествата 

от решения на подзадачите, представени с висящи върхове, при 
това без дублиране. 

Процесът на търсене в дървото на решенията може да се 

осъществи както с търсепе в дълбочина, така и с търсене в 
ширина. 


5. Използване на граници 

Ясно е, че ако задачата Р 0 е оптимизационна задача (тър¬ 
сите едно оптимално решение), без значение от типа търсене, 
които се използва, търсенето завършва тогава и само тогава, 
когато са разрешени всички подзадачи, представени с висящи 
върхове. За да се ускори процесът на разрешаване, за все- 
^ 01 пи сящите върхове (подзадача) се изчисляват долни или 
Ни г Р ани Ч и ( в случаите па минимизация — долна граница, & 
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в случая на максимизация — горна граница). Това са грани¬ 
ци, даващи съответно най-малката или най-голямата възмож¬ 
на стойност на оптималното решение на подзадачата. По този 
начин (при задачи за минимизация), ако се окаже, че долната 
граница за върха (подзадачата) Р г е по-голяма от величината 
на най-добрия отговор, получен по-рано при търсенето, то от Р{ 
не е необходимо по-нататъшно разклоняване (руск. ветвление; 
англ. ЪгапсЬт^). Това е така, защото в {Р г } няма да има реше¬ 
ние, което да бъде по-добро от текущия най-добър резултат. С 
други думи, от неравенствата 

"текущо оптимално решение” < Ьошег Ъошк! (Р г ) < Опт.(Р г ), 

от (8.1) и (***) следва, че подзадачата Р г се оказва автомати¬ 
чески разрешена. 

6. Търсене с връщане назад 

Да се върнем още веднъж на проблема за съществуване на 
хамилтонов път (виж параграф 1.6). Този проблем принадле¬ 
жи към класа на т.нар. МР- пълни задачи (вж. параграф 2.4). 
За този широк клас от фундаментални (за теория на графите, 
логиката, теория на числата, дискретната математика и др.) 
задачи, не е известен полипомиален алгоритъм алгоритъм с 
брой стъпки, ограничени с полином от размерността на задача¬ 
та (наличието на полиномиален алгоритъм за поне една от този 
клас задачи автоматично води до съществуване на полиномиал- 
ни алгоритми за целия клас). 

Един силов метод при търсене на хамилтонови пътища е 
”пълното обхождане” на всички възможности. Генерират се 
всички и\ различни последователности от върхове и за всяка 
се проверява дали е хамилтонов път. Очевидно това изисква не 
по-малко от п.п\ стъпки, т.е. с нарастването па п много бързо 
нараства броят на стъпките (по-бързо от произволна експонен¬ 
циална функция от вид а п , а > 1). Ето защо сега ще опишем 
метод, който позволява съществено съкращаване броя на стъп¬ 
ките в силови алгоритми от типа пълно обхождане на всички 
възможности. 

Основната идея на този метод (англ. Ъаск^гасющд е следната: 

Методът се прилага, когато търсеното решение трябва да 
бъде последователност от вида (# 1 , •••» х п) (вж. параграф 

1.7 ”жадеп алгоритъм” за оцветяване върховете на граф). Ал¬ 
горитъмът строи решението, стартирайки от празна последова¬ 
телност. В общия случай при наличието на частично решение 
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(^ 1 , ..., х г ), се нравят опити да се памери такова допустимо зна¬ 
чение я г + 1 , с което намереното частично решение да се разшири 
до (хх, х,, х г + 1 ). Не е ясно обаче, дали ( х \, х г +\) може 

да се разшири до друго решение. Ето защо: 

1. Ако такова предполагаемо, но още неизползвано значение 
,т г _|-1 съществува, ние го добавяме към частичното решение и 
продължаваме процеса за последователността (хх, ..., х г , х г+1 ) 
(когато и тя се явява частично, а не пълно решение). 

2. Ако такова х^+х не съществува, ние се връщаме към час¬ 
тичното решение (хх, ..., х г _х) и продължаваме процеса, тър¬ 
сейки ново, неизползвано допустимо значение х'-. Сега е ясно, 
защо този метод се нарича търсене с връщане назад. 

Схематично този процес може да се опише така [44]: 

1 Ъе§т 

2 к:= 1; 

3 шЬПе к > 0 с1о 

4 ЙГ съществува още неизползван елемент 

у Е Аь, такъв че Р(Х[ 1], ..., Х[к — 1], у) 1Ьеп 

5 Ье§ 1 п Х[к] := у ; (^елементът у е използван*) 

6 ВД1], ХИ) се явява целочислено решение 

1Ьеп 

7 шйе (АТ[1], ..., Х[к])] 

8 к := к + 1 

9 епс! 

10 е1зе 

(♦връщане към по-кратко частично решение; всички еле¬ 
менти на множеството Ак отново стават неизползвани*) 

11 к:=к- 1 

12 епс! 

Очевидно е предимството на този метод в сравнение с изпол¬ 
звания в края на параграф 1.6 метод за търсене на хамилтонови 
цикли, който изискваше твърде голям обем памет. В случая се 
работи с последователност, която нараства до момента на полу¬ 
чаване на хамилтонов цикъл или докато не станс ясно. че тази 
последователност не води до хамилтонов цикъл и последовател¬ 
ността се модифицира. 
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Ще илюстрираме метода търсене с връщане назад. Да раз¬ 
гледаме отново графа от пример 6.5: 



Графът С може да бъде представен със списък по следния 
начин: 


а Ъ с д 

1 с а Ь Ь 

2 сI — (I с 


В стълбовете са описани съседите, на всеки връх 
Търсенето на всички хамилтопови цикли стартира от връх 
а. 

Последователност Коментар 


1. а 

2. а, с 

3. (2, с, Ь 

4. а, с 

5. а, с, (I 

5. а, с, с1 , Ь 

7. а, с, д, 

8. а, с 

9. а 

Ю. а, (I 


Добавяме първия възможен връх от стълба 
на а, т.е. с. 

Добавяме първия възможен връх от стълба 
на с, т.е. Ь. 

В стълба на Ь няма възможен връх за доба¬ 
вяне. Вас]Дгаскт§. 

Добавяме върха д. 

Добавяме върха Ь. 

Хамилтоиов цикъл. Васк1гаскт^;. 

Васк1гаскт§. 

Васк1гаскт§. 

Добавяме върха (I. 

Добавяме върха Ь. 
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11. а, Н, Ь 

12. а , с/ 

13. а, с1, с 

14. а, й, с , 6 

15. а, с 

16. а, (I 

17. а 

18. 0 


Васк1гаскт§. 

Добавяме върха с. 

Добавяме върха Ъ. 

Хамилтонов цикъл. Васк1гаскт§. 
Васк1гаскт§. 

Васк1гаскт§. 

Васк1гаскт§. 

Край. 


ЗАДАЧА 8.2. Ла се даде рекурсивен вариант на алгоритъма за търсене с 
връщане назад (в този случай Ьаск1гасюп§-ът не се появява в явен вид). 

ЗАЛА ЧА 8.3. Съставете програма за намиране на всички хамилтонови 
цикли. 
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Глава 2 

Оптимизационни алгоритми в графи и 
мрежи 


2.1. Оптимизационни задачи. Линейно оптимиране 


Съществуването на големи, сложни микросистеми палага не¬ 
обходимостта от създаване на обща теория за тяхното управ¬ 
ление. Засега решаването на този проблем се ограничава в об¬ 
ластта на изследване на отделни класове от такива системи или 
техни подсистеми — промишлени предприятия, отрасли, иконо¬ 
мика, военен комплекс и т.н. 

Математическото оптимиране има за предмет теоретичното 
изследване и разработка на ефективни числени методи за реша¬ 
ване па класове екстремални задачи, свързани с оптимизация 
при вземапето на решения в икономиката, техниката и други 
сфери. С други думи, това е паука, занимаваща се с разработка 
и практическо приложение на методи за ефективно управление 
на системите. 

Най-общо понятието система може да дефинираме като голя¬ 
ма група от елементи (хора, предприятия, средства за произ¬ 
водство и др.), които си взаимодействат непрекъснато. Освен 
това системата се намира в някакво пространство (всичко ос¬ 
танало, невключено в нея), което обикновено се нарича околна 
среда на системата. Очевидно е, че системата като цяло влияе 
на околпата среда и обратно, околната среда я променя. Най- 
често системата се намира в множество състояния ( динамичен 
случай) или съществува само в едно състояние ( статичен слу¬ 
чай). Поради непрекъснатото взаимодействие на нейните части 
(определени по някакъв признак), тя не може да бъде изучавана 
без системен подход — решаването на произволна задача, кол- 
кото и частна да изглежда тя на пръв поглед, влияе върху фун¬ 
кционирането па цялата система. При това е необходимо да се 
осъществява непрекъсната приемственост при прехода от една 
задача към друга, за да се получи реален ефект. Непрекъсна¬ 
то трябва да се анализира и описва състоянието на системата, 
както и да се прогнозира състоянието й в бъдеще. 

Това налага системата да бъде описана с определени сред¬ 
ства, т.е. да се създаде модел, който я отразява, като между 
модела и системата трябва да има адекватно съответствие. 
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1. Моделиране 

Моделът е някакъв материален или абстрактен обект, който 
се намира в определено обективно съответствие с изследвания 
реален обект и носи определена информация за него. 

В зависимост от степента на съответствие между математи¬ 
ческия модел и оригинала, моделите се делят на изоморфни и 
хомоморфни. 

Изоморфните модели строго съответстват на оригинала и да¬ 
ват за него пълна информация — нещо, което може да се нап¬ 
рави само за прости системи. 

Реално съществуващите системи е невъзможно да бъдат опи¬ 
сани напълно от модела — за целта се правят редица опростя¬ 
ващи предположения. С други думи, хомоморфните модели са 
такива модели, които отразяват само някои определени свойс¬ 
тва на реалния проблем, т.е. те са значително по-прости от 
обекта, което прави възможен техния анализ и изследване. Съ¬ 
ществуват и други принципи за класификация на математичес¬ 
ките модели. 

При разработката на математическия модел задължително 
се спазват следните принципи: 

- изучаване и анализ на причинно-следствените връзки; 

- използване на аналогии със сходни системи, имащи по- 
проста структура; 

- провеждане на експерименти до изясняване на съществени¬ 
те показатели за работа на системата. 

По този начин, след като са изяснени съществените факто¬ 
ри, причипно-следствените връзки, т.е. получен е достатъчно 
строг и логически непротиворечив, съдържателен модел ( фор- 
мализация на задачата ), трябва да се премине към намиране на 
оптимално решение. Това означава да се намерят стойности на 
участващите в модела променливи 

#2, х п (може и да пе са краен брой), 

така че да са изпълпени съотношенията, съществуващи в орга¬ 
низацията на системата. Най-често това са някакви ограниче¬ 
ния от тип равенство или неравенство — 


/ (*Г 1 п) Н(х -[ у ^ X у г) ^ 0 , Х п ) ^ 0. 
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Броят на тези ограничения може да бъде произволно голям, но 
краен. Освен казаното дотук, намерените стойности на промен¬ 
ливите трябва да бъдат такива, че функцията 



която отразява степента на доближаване до поставената цел ( це¬ 
лева функция), да достига оптимална стойност. Р1ай-често се 
търси максимумът или минимумът на тази функция. 

Векторът X = (а? 1 , ..., х п ), удовлетворяващ ограниченията на 
задачата, се нарича план, а векторът X *, за който Ь(Х*) е тах 
или тгп , се нарича решение (оптимален план). 

Променливите, участващи в модела, могат да бъдат: ста¬ 
тични (независещи от времето) или динамични; дискретни (за¬ 
дадени само в отделни моменти от време) или непрекъснати; 
детерминирани или случайни (приемат различни стойности с оп¬ 
ределена вероятност). 

Величините, описващи околната среда, се наричат парамет¬ 
ри (константи). 

В общия случай математическият модел има вида 


( 1 . 1 ) 


Ь{Х, У) —> тах (тт) 


при ограничения (условия) 


9 {{Х,У) < Ь г , г = 1, 2,..., т, 


където Ь{Х, У) е целевата функция (показател за качество или 
ефективност), X е векторът на променливите, а У е векторът па 
неуправляемите променливи. Функцията*#, обикновено се нари¬ 
ча функция па потребление на г-тия ресурс, а 6, е величината 
на този ресурс. 

В зависимост от вида и структурата на целевата функция, и 
ограничаващите условия говорим за: 

а) линейно оптимиране — целевата функция и ограпичепията 
са линейни относно променливите х,-; 

б) нелинейно оптимиране — целевата функция или ограниче¬ 
нията са нелинейни относно променливите х,; 

в) динамично оптимиране — целевата функция Ь(Х) е ади- 
тивна или мултипликативпа функция, т.е. има някаква спс- 
циалпа структура 



адитивна функция 
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Ь[х 1 , Т п ) — п Ь{(х г ) - мултипликативпа функция; 

I 


г) стохастично оптимиране — когато векторът У па неуп¬ 
равляемите променливи е случаен; 

д) дискретно оптимиране — на променливите х г - е наложе¬ 
но условие за дискретност, например целочисленост. По- 
общо в дискретното програмиране X = (х\ 1 х 2 , ...,ж п ) Е X), 
където Б е крайно или изброимо множество. Това усло¬ 
вие за дискретпост често се разделя по променливите, т.е. 
х 3 Е В 3 , ] = 1,2, ..., 71 . В този смисъл целочисленото прог¬ 
рамиране се явява частен случай на дискретното; 


е) евристично оптимиране — когато е невъзможно памирапе- 
то на точно алгоритмично решение, поради огромния брой 
варианти. В тези случаи вместо оптимално, се търси дос¬ 
татъчно добро, удовлетворително за практиката решение. 


Най-добре е изследвано и изучено линейното оптимиране. 

В реалните оптимизационни задачи често се търси решение, 
при наличието на пяколко целеви функции 1\{Х ), Ь 2 () С),..., 1 т (Х) 
отразяващи различни аспекти на проблема. 

Намирането на решение X* в множеството от допустими ре¬ 
шения { X }, което минимизира едновременно всички целеви фун¬ 
кции X,, е възможно, но в изключително благоприятни случаи 
рядко срещани в практиката. Ето защо при решаване на мно- 
гокритериални, многоцелеви задачи, които изискват постигането 
па противоречащи си цели (максимална печалба и вложения за 
социално осигуряване например), се търси компромисно реше¬ 
ние. Наи-папред се изяснява степента (теглото) па важност 
на всяка от целите — прави се от специалисти в съответната 
област, след което се оценява степента на достигане на целите. 
Очевидно две или повече противоречащи си цели могат да се 
осъществяват само частично. Много често степепите па важ¬ 
ност на целите са сравними помежду си, т.е. смислено е да се 
въведе, да се говори за йерархия па важност в множеството от 
всички цели. В други случаи е съдържателно (налага се) цели¬ 
те да се групират по пиво на важност , като целите от дадено 
пиво са сравними помежду си, по никои две цели от различни 
нива не могат да се сравняват, т.е. имаме йерархия на пивата 
В тези случаи се преследва постигането на целите от възмож¬ 
но наи-високото ниво, а след това (при възможност) се търси 
осъществяване на целите от но-писко ниво па важност 
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Типични класове оптимизационни задачи 


1. ЗАДАЧИ ЗА УПРАВЛЕНИЕ ПА ЗАПАСИТЕ: При тези 
задали се търси пиво на запасите в складове, при което е мини¬ 
мална сумата на очакваните разходи за съхрапението на запа¬ 
сите и загубите от техния дефицит. Ла поясним, че при тези за¬ 
дачи големите запаси изискват и големи загуби от съхранение, 
но намаляват загубите от възможния дефицит. В зависимост от 
условията, задачата за управление ца запасите има различни 
модификации. 


а) Фиксирани са моментите {П, С} на поръчките за 

доставка. Да се определят обемите па поръчапите стоки 
{?/1? У2ч •••» Уп }• 

б) Обемите на стоките {г/х, Уп } са фиксирапи. Да се 

определят моментите на доставка {П, * п }. 

в) Както моментите на доставка {П, ^ 2 ,..., така и обеми¬ 
те {гц, 2 / 2 ? --- 5 Уп} не са зададени. Да се определят тези 
величини, за да се минимизира приетия критерий за опти- 
малност. 


2 ЗАЛА ЧИ_ ЗА РАЗПРЕДЕЛЕШЕ ПА РЕСУРСИ ; | Една 
възможна такава задача е следната. Известни са наличните 
ресурси (машини, машинно време, брой цехове и т.н.). Да се 
определи асортиментът (номенклатурата) па възможните про¬ 
изводства (работи) така, че отчитайки наличните ресурси, да 
се обезпечи максимална печалба. 

Възможна е и "обратната задача”. Зададени са пякакви опе¬ 
рации, работи, действия, които трябва да се извършат. Да се 
определи какви ресурси са необходими, с цел да се минимизи¬ 
рат сумарните разходи за производство. Например, известно е 
месечното разписание за движение на самолетите по авиолини¬ 
ите. Да се определи какъв брои екипажи е необходим, гака че 
планът за превозите да се изпълни с минимални експлоатаци¬ 
онни разходи. 


3. ЗА ДА ЧИ ЗА РЕМОНТ И ПОДМЯНА ПА ОБОРУДВАНЕ: 

С течение на времето всяко оборудване се амортизира. Оста¬ 
ряващото оборудване в пякакви моменти от време може да се 
ремонтира или напълно да бъде подменено. И в двата случая 
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се налагат разходи, свързани с ремонта или подмяната, и за¬ 
губи, идващи от престоя на машините. Най-общо проблемът 
е как да се организира този процес във времето, така че да 
се минимизират средните загуби от ремонт и подмяна на това 
оборудване за периода на неговия жизнен цикъл. 


4. ЗАЛА ЧИ_ ЗА МАСОВО ОБСЛУЖВАНЕ: Най-общо това са 


производствени или битови задачи, при които се образуват опаш¬ 
ки, т.е. потокът от заявки за обслужване е неуправляем и случа¬ 
ен, а броят на обслужващите обекти (машини, летища, служби, 
комуникации и т.п.) е ограничен. Ясно е, че при този тип зада¬ 
чи големият брой обекти за обслужване ще премахне опашките 
(което би имало положителен производствен ефект например), 
но за сметка на това ще се получат загуби от дълги престои 
на обслужващите обекти. Обратно, малкият брой обслужва¬ 
щи обекти ще води до значителни опашки, а оттам и до загуби 
от чакането в опашка. От казаното е ясно, че една формули¬ 
ровка на този тип задачи е следната: Да се определи броят 
па обслужващите обекти, при който се минимизира сумата на 
очакваните загуби (от несвоевременно обслужване и от престой 
па обектите). 


1 5. ЗАЛА ЧИ ЗА МРЕЖОВО ПЛАНИРАНЕ И УПРАВЛЕНШ 
Често се палага разработката и изпълнепието на сложни и скъ¬ 
поструващи проекти, представляващи съвкупност от отделни 
операции (голям строителен обект например). Освен множес¬ 
твото от операции, е известно и отношението предшестване при 
изпълнепието на тези операции. Най-общо за всяка операция 
е известно какви операции предшестват нейното изпълнение и 
кои трябва да се изпълпят след нея. Известна е и взаимната 
връзка между величината на потребяваните ресурси и продъл¬ 
жителността на всяка операция. За целта се съставят мрежови 
графици графи, в които дъгите изобразяват операциите на 
проекта, а върховете са някакви абстрактни събития. Опреде¬ 
ля се най-дългият път между пачалото на проекта и събитието, 
изобразяващо края му. Операциите от този път се наричат кри¬ 
тични и за тях не са допустими закъснения (закъснението при 
изпълнение на коя да е от тях води до несвоевременно завърш¬ 
ване на целия проект). Определят се най-ранните и най-късни¬ 
те срокове за настъпване на отделните събития. Проблемът е в 
това, как да се разпределят ресурсите и закъсненията (допусти¬ 
ми за некритичните операции), за да се осигури своевременното 
завършване на целия проект. 
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6. ЗАЛА ЧИ_ ЗА РАЗПОЛО ЖЕНИЕ Ш ОКЕКТиА Често се на¬ 


лага за дадена структура допълнително да се разполагат обекти 
— болници, цешрали, бензиностанции и т.н. При това, разпо¬ 
лагането може да бъде статично или динамично. Въпросът е в 
това, колко на брой (като се отчитат или не се отчитат досе¬ 
га съществуващите обекти) и къде да бъдат разположени тези 
обекти, така че да се оптимизира критерият за ефективност. То¬ 
ва може да бъде пякаква минимаксна задача — папример да се 
разположи болпица така, че разстоянието до най-отдалечепата 
точка в града да бъде минимално. Или пък да се разположи по 
такъв начин обект, че сумарното разстояние от него до всички 
структурни единици на региона да бъде минимално. 


7. ЗАЛА ЧИ ЗА ИЗБОР НА МАРШРУТ (МРЕЖОВИ ЗАДА¬ 


ЧИ): 


Типична такава задача е намирането на маршрут меж¬ 


ду дадени два града (или между всеки два града), който е най- 
кратък. В случая, разбира се, са възможни много модификации 
на тази задача. Друга типична задача от този тип е задачата 
за намиране на максимален поток. Представете си една мре¬ 
жа от комуникации (пътища, нефтопроводи и т.н.), в която има 
начален пункт 5 и краен пункт I. Известни са пропускателните 
способности на всяка от комуникациите и цената за пренос на 
единица от потока (стоки, хора и т.н.) по всяка комуникация. 
Най-общо проблемът е да се установи какъв е максималният 
поток между пунктовете $ и /, който може да бъде пропуснат 
в тази мрежа. Или пък как може V единици от даден поток да 
бъдат пропуснати между пунктовете з с минимални разходи. 


8. КОМБИН ИРАНИ ЗАЛА ЧИ: Комбипирапата задача се със¬ 


тои от няколко отделни задачи и един възможеп подход за ней¬ 
ното решавапе е следният. Получава се оптимално решение на 
една от задачите и в зависимост от получения оптимум се на¬ 
мира най-добро решение на следващата задача и т.н. Такъв 
подход очевидно не винаги води до оптимално решение на ком¬ 
бинираната задача. Но може да се прилага в случаите, когато 
пг съществува метод за търсене на оптимално решение на ном¬ 
иниралата задача като цяло. 

Процесът, формализиращ условието на една практическа за¬ 
нича с езика на математиката, се нарича математическо моде¬ 
лиране съставяне па математически модел. Математическият 
подел най-общо има вида: Да се намери 


^ ^ или 


та хЦХ), Р- множеството от планове 

хеР 
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при ограничения 


(1.3) 



Ще дадем някои основни резултати от линейното оптимира- 
пе. 


3. Задача на линейното оптимиране 


В задачата на линейното оптимиране ограниченията са от 
тип равенство, от тип неравенство и условия за неотрицател- 
пост на променливите. Променливите, за които не е наложено 
изискването за неотрицателност, ще наричаме свободни промен¬ 
ливи. Общият вид на задачата на линейното оптимиране е: 


Да се намери максимумът (минимумът) на линейната 
функция 

(1.4) Х(Х) = с г х 1 + с 2 х 2 + ... + с п х п 

при ограничения за променливите й: 


(1.5) 


^ 11^1 +« 12^2 + ••• + «1 п% п = Ь\ 
^21^1 +^22^2 + ••• + Й2п^п —^2 


_ ^«1^1 - Ь®52^'2 + ••• + ^зп^п — ^з 


« 5 + 1 , 1 ^! +^ 5 + 1 , 22:2 + • • • + « 5+1 ,п <^ 5+1 


( 1 . 6 ) 


а т1^1 +Огп22)2 +••• + а тп Хп < Ь т 


(1.7) 


%з > 0, з = 1, 2,..., т (г < п) 


При 5 = тп и т ~ п всички ограничения са от тип равенство 
и типа (1.7), като условията за неотрицателност се отнасят за 
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всички променливи. Гакава задача па линейното онтимираие се 
нарича канонична задача (форма, запис) . 


71 


/ДА) = у; с 3 х 3 —► шах (ппп) 


1=1 


при условия 

Канонична 

71 ' 

^— > 

задача 

/ , а г) х з = г = 1, 2,..., т 




х, > о, ] = 1, 2,..., п 



Когато в общата задача па липейпото оптимираие 5 = 0 и 
/• = п (т.е. няма ограничения от типа (1.5) и няма свободни 
променливи), задачата се нарича стандартна задача. 


71 


Ь(Х) = —» шах (ппп) 


1=1 


при условия 

Стандарт¬ 

71 

на задача 

^ ^ Р ^2 5 ^ 2,..., т 


1=1 


1 

н 

Чо . 

IV 

о 

II 



В много задачи няма ограничения за неотрицателност на про¬ 
менливите. Различните типове ограничения па линейните опти¬ 
мизационни задачи обаче не предполагат различни методи за 
тяхното решаване, защото всички те лесно се свеждат до екви¬ 
валентни па тях задачи, записани в канонична форма. 

Р Всички ограничения от вида (1.0), т.е. се преобразу- 
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ват в равенство чрез прибавяне към лявата част на нера¬ 
венството на едно ново неотрицателно неизвестно (допъл¬ 
нително неизвестно). 

2. Всички неравенства от вида ”>” (без условията за пеот- 
рицатслност) се преобразуват в равенства, чрез изважда¬ 
не от лявата им част на едно допълнително неотрицателно 
неизвестно. 

3. Всяко свободно неизвестно х 3 , т.е. такова, па което не 
са наложени ограпичения за неотрицателност, може да се 
представи като 

х 3 = х' 3 - е, 

където х'- > 0, е > 0 — е е едно и също за всички свободни 
неизвестни. 


ЗАДАЧА 1 . 1 . Да се намери каноничната форма на задачата 

Ь(Х) = 3X1 + 2x2 — х 3 


при ограничения 


Решение: 



XI 

- 3 X 2 

+2х 3 

< 

-1, 



4 x 1 


—2хз 

= 

5 , 




2 x2 

-Зхз 

> 

6, 



XI > 

0, 

Х2 

> 

0. 


XI 

— 3 X 2 

+2х 3 

+Х4 


— 

-1, 

4 X 1 


—2хз 




5 , 


2X2 

-Зхз 


-Х 5 

= 

6, 

х 3 > 0, 

3 = 1,2, 

4 , 5 , х 3 

/ 

= х 3 - 

-е, е 

>0, 

х 3 > 


Окончателно получаваме каноничната задача (форма) 

Ч(Х^) = 3x1 + 2 x 2 — х 3 4- е 

при ограничения 

-Зхг 

2X2 —^Х 3 Об -Х5 = 


XI 

4x1 


+2хз - 2е +х 4 
—2х 3 + 2е 
—Зх 3 -)- Зб 


- 1 , 

5 , 

6, 


X] ^ 0 ) 3 — 1 ) 2 , 4 , 5 , х 3 > 0 , е ^ 0 . 


ЗАДАЧА 1 . 2 . Да се определи броят на неизвестните в получената кано¬ 
нична форма, ако изходната задача на линейното оптимиране е неканонична, 
има п неизвестни х,, от които з на брой са свободни и р на брой от ограни¬ 
ченията са неравенства. 


Отг. п + Р + 1- 
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ЗАДАЧА 1 . . Да се докаже, че ако една задача на линейното онтимира- 
нс има оптимален план, то и съответната й канонична задача има оптимален 
план. 


ЗАДАЧА 1 . 4 . Ако X* = (х!, ...,х р , х' 


Р> х р+1 ) 


шение на каноничната задача, запишете решението на изходната за¬ 
дача. 


Отг. X = (х1,...,х р ,Хр +1 -е,Хр +2 -е,...,х п - е). 


Като вземем предвид, че коефициентите в левите части на ог¬ 
раниченията (от типа <”) са обикновено количества от някакъв 
ресурс за производство па единица продукция, а десните части 
па ограниченията са наличните количества ресурси, можем ико¬ 
номически да интерпретираме допълнителните неизвестни така 
(нищо, че не участват в решението на изходната задача): 


1. Ако х п+г = 0, г = 1, 2,..., съответният ресурс Ь г 
ще бъде изчерпан напълно при намерения план. В този 
смисъл ресурсът Ь г може да се счита за дефицитен. 


2. Ако х п+ { > 0, г = 1, 2,... и това реално количество 
е прибавено в г-тото ограничение, това означава, че при 
намерения план ресурсът Ь г няма да бъде изразходван 
напълно с х п +{ единици. 


При неравенства от вида ”>” десните части па ограничение¬ 
то изразяват обикновено някакъв минимален общ ресурс (обем 
на производство или печалба), а коефициентите в левите страни 
ресурсите за единица продукция. Икономическа интерпрета¬ 
ция на допълнителните променливи в този случай е: 
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1. Ако х п+ { = 0, г = 1, 2,... — съответният ресурс Ь г 
(обем на производството или печалба) ще бъде постиг¬ 
нат. Този оптимален план гарантира изпълнението само 
на програмата ” минимум”. 


2. Ако х п+ { > 0, г = 1, 2,... и това реално количес¬ 
тво е изваждапо от г-тото ограничение, това означава, 
че при намерепия план ресурсът 6,- (обем производство, 
печалба) е надхвърлен с х п+ {. 


Ако X Е Р е оптимален план на задачата за намиране на 
максимум, очевидно следва верността на следните реладии 


ЦХ) = тъхЦХ) =» ЦХ) < ЦХ), УХ 

=> -ЦХ) > -ЦХ), УХ => 

=> тт(-ЦХ)) = -ЦХ), 

=> -тт(-ЦХ)) = ЦХ) => 

=> та хЦХ) = - тт(-ЦХ)). 
хеР ХеР 


Напълно аналогични разсъждения, когато X Е Р е план на 
задачата за търсене на минимум и гореказаното, са достатъчно 
основание да твърдим, че задачите та хЦХ) и тт 1(Х) имат 
едно и също множество от планове Р. Нещо повече: 


За произволна функция Ь(Х) и произволно множество 
от планове Р 

та хЦХ) = — тт( — ЦХ)), 
хеР ХеР 

т 1 и ЦХ) — — тах( — ЦХ)). 
хер хеР 
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4, Канонична задача. Базис на опорен план 

Както отбеллзахме, всяка задача па линейното оптимиране 
може да се сведе до еквивалентна на пея канонична задача. 


шах 


( 1 . 8 ) ЦХ) = (С,Х) 

При ограничения 

( 1 . 9 ) А\Х\ + А2Х2 + ••• + А п х п = В , 

( 1 . 10 ) X > 0 . 


Векторен 
запис на 
канонична¬ 
та задача 


А = (а^) т ,п — матрица па ограниченията (условията); 

В — вектор па ограниченията ; 

/[. — вектор на условията, съответстващ па неизвестното 

х 3 , ] = 1 , 2 ,..., щ 

X = (^ 1 , ^ 2 , • ••, я п ) — вектор на неизвестните. 

Множеството от планове на задача (1.8) — (1.10) се състои 
от всички вектори на неизвестните, чиито координати удовлет¬ 
воряват (1.9) и (1.10). 

Ако рангът на матрицата А е различен от ранга на разшире¬ 
ната матрица на системата (1.9), от линейната алгебра знаем, 
че системата (1.9) няма решение, т.е. множеството от планове 
иа задачата ще бъде празното множество. 

Интерес за оптимирането представлява случаят, когато сис¬ 
темата (1.9) има решение. Без ограничение на общността можем 
да считаме, че 

гапк(А) = т < п. 

Това е така, тъй като гапк(А) < гпш(т,п) и освен това, ако 
гипк(Л) < т, след изключване па съответен брои уравнения от 
системата (1.9) ще достигнем до система, еквивалентна на да¬ 
дената, с толкова уравнения, колкото е рангът па А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Един план на каноничната задача 
е опорен, ако векторите на условията, съответстващи 
на ненулевите .му компоненти, са линейно независими. 
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Ако нулевият вектор е план па задачата, той е опорен пгт^т 
С опореп. аН С едипст,зспа СТ Р° ГО положителна компонента също 

{т°~гапк(Л)) Лт0Пе ИММ П ° "° всче от п "''нулеви компоненти 

Един план се нарича изроден, ако броят на ненулевите м» 
компоненти е по-малък от п. Всяка задача на линейното 0Ии 

задача.' К0ЯТ ° ИМа ИЗР ° ЛеП ° ПОрсп пла "> «е наричаме изродена 


ЗАДАЧА 1.5. Дадени са ограниченията 


*1 +*2 + Хз = 5 , 
2X1 + Х2 + Зхз = 9. 


Да 


ничения- ° ПреДеЛИ кои от след1 »™ “«тори са опории планове за тези огра- 

х ' =(4,1,0), X 3 = (2, 2,1), 

X 2 = (0,3,2), 

Решение: Всеки от векторите X 1 X 2 X 3 ™ V 4 л 
тите им удовлетворяват ограниченият! (Дректиа проверД)” К ° МЛО,,е ' 1 - 
Векторите на условията, съответстващи на ненулевите компоненти 
’ Л 1 ~ ( 2 ) и А 2 = у са линейно независими, 


на пла- 


тъи като 


1 1 
2 1 


~1 Ф 0 . 


Следователно планът X 1 е опорен. Аналогично X 2 също е опорен 
не„ти Л ”л„м от! ( , ' е > С ? ) 0П0Р " И ' 3аИОТО броят “ ненулевите им компо- 
Опорните планове X 1 и X 2 са неизродени. 


ча 


Кй^ЗащоС' Има ЛИ Изроде,ш 01, °Р" И илшок за ограниченията от зада- 


ЗАДАЧА 1.7. Дадени са ограниченията 


5X1 - х 2 - Хз = 5, 
XI + х 2 - х 3 = 1. 


Да се определи дали векторите X 1 =(1,0, 0), X 2 = (2, 2, 3) са опорни планове 
за ограниченията. 


Отг.: А" 1 е опорен и изроден; X 2 


не е опорен. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Базис на опорен план е всяка 
съвкупност от т неизвестни у = \ 2> .., Я; чиито 

съответни вектори на условията са линейно независими 

и която съдържа всички строго положителни неизвестни 
х 3 от опорния план. 


Ясно о, че един неизроден опорен план има точно един ба- 
зис променливите, съответстващи на ненулевите компоненти 
на плана. Ако опорният план обаче е изроден (броят па нену¬ 
левите компоненти е по-малък от т), тогава съвкупността от 
променливите, съответстващи на тези компоненти, може да се 
допълни до базис по различни начини. 

Планът X 1 = (1,0,0) от задача 1.7 е изроден. Всеки негов 
базис се състои от две неизвестни, тъй като рангът на матри¬ 
цата на ограниченията е две. Освен това в базиса задължително 
участва променливата х\. 

Тъй като 




и 


А2 — 1^1, Лз 


5 -1 
1 -1 


т^О, 


(т.е. векторите па условията са линейно независими), всяка от 
променливите Х 2 и ж 3 може да бъде включена в базиса. Следо¬ 
вателно базисните представяния па опорния план X 1 са (ад, Х 2 ) 
и (ад, ж 3 ). 

ЗАДАЧА 18 В канонична задача с размери т х п е намерен опорен план 
с к, к <тп ненулеви компоненти. Какъв е максималният брой базиси на този 

опорен план? 

Отг. СС_- Ь \ 


Променливите от базиса се наричат базисни променливи . Ком¬ 
понентите, съответстващи па тези променливи п плана Л , (0 на¬ 
ричат базисни компоненти, а съответните вектори на условията 

— базисни вектори . 

Ограниченията на каноничната задача преде хан ляв ат една 
линейна система от т уравнения с п неизвестни. При юва да 
припомним, че правим разглежданията при гапк(А) = тп. 

0\\Х\ + ГД2^2 + ••• "Ь а 1п х п ~ ^1 
П 21 ЗД + П22 х 2 + ••• °'2п х тг = ^2 


( 1 . 11 ) 


0*1711 Х 1 + а т 2 х 2 “("••• а тп х п — Ь т • 
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С метода на, Гаус — Жордан можем да решим тази система 
спрямо т на брой променливи, па които съответните вектори 
на условията са линейно независими. Без ограничение на общ¬ 
ността може да считаме, че това са първите т променливи. Ще 
получим системата, 


*^т+1 “Ь ••• "Ь С1[п%п 
®т+1 ••• “Ь ®2п%п /^2 


( 1 . 12 ) 



Ясно е, че броят на всички такива представяпия е краен и е 
равеп па броя на всички т-торки линейно независими вектори- 
стълбове на условията. 

Когато получените свободни членове Д, г = 1 , 2 ,..., тп са пе- 
отрицателни, т.е. /?,' > 0, системата (1.12) се нарича базисен вид 
на системата (1.11) (базисно представяне) . 

ПРИМЕР 1.1. Да се намерят базисните представяния на системата 


XI - Х 2 +ХЗ —Х\ — 5, 

-XI +2х 2 —Хз = 0. 


( 




, Л4 = 


гапк(А) = 2. 


-1 


Линейно независими са двойките вектори Л],Д 2 ; Ж.Ж; А 2 ,Лз; Аг,А\\ Аз,А\, 

т.е. можем да имаме наи-много 5 базисни представяния. Решаваме системата 
спрямо XI и х 2 ; XI и Х 4 ; х 2 и хз; х 2 и Х 4 ; хз и Х 4 . Очевидно изходната система 
има две базисни ппредставяния — спрямо (х 1 ,х 2 ) и (х 2 ,хз) 


+хз - 2 х 4 = 10 , 

+х 2 — Х 4 = 5 . 


(Представянето е базисно, тъй като 5 и 10 са неотрицателни числа.) 

Ла се върнем отново на базисното представяне (1.12). Ако 
заместим в това базисно представяне небазиспите променливи с 
нули, т.е. 


•^ то +1 2 ••• — — 0 


базисните променливи х\,...,х т ще получат съответно стойнос¬ 
ти А,А, -От¬ 
тогава векторът 
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бт Д с решение както на системата (1.12),_така и на еквива¬ 
лентната й система (1.11). Следователно .V щс бъде_опореп 
1 ттт ограниченията па каноничната задача. Планът X наис- 
пла опорен, защото векторите на условията па ненулевите му 
ГИП |понепти са линейно независими. И така всяко базисно пред- 
К °чпяне на системата (1.11) определя един опорен план. Вярно 
^следното твърдение: 


> ТЕОРЕМА 1.1. На всяко базисно представяне па сис¬ 
темата (Е 11) (каноничната задача) съответства един опо 
рсн план на задачата. 

Вески опорен план па каноничната задача е съответен па 
някакво базисно представяне па системата (1.11)- < 


Ако в базисното представяне на системата коефициентите (З г 
са строго положителни, то съответният опорен нлаи X е неиз- 
родеи. Ако съществува попе едно А = 0, опорният план X е 
изроден. 

Обръщаме внимание, че е възможно па различни базисни 
представяния па системата да съответстват едни и същи опорни 
планове па задачата. Па всеки изроден опорен план X съответ¬ 
ства попе едно представяне. 


о ТЕОРЕМА 1.2. Опорните планове па каноничната за¬ 
дача са краен брой. 


Верността на това твърдение е очевидно следс твие от тона, 
че броят па линейно независимите ттг-торки от вектори на усло¬ 
вията е краен брой (не повече о т С ')) и теорема 1.1. 

Следните важни за линейното оптимиранс резултати ще фор¬ 
мулираме без доказателства. 


о ТЕОРЕМА 1.3. Ако каноничната задача има плет, то 
тя има и опорен план. < 
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> ТЕОРЕМА 1.4. Ако в множеството от планове це¬ 
левата функция Ь(Х) на каноничната задача за максимум 

е ограничена отгоре, за всеки план X съществува опорен 
план У, за който 

(1.13) ЦУ) > ЦХ). 

<3 



СЛЕДСТВИЕ 1. Ако в непразното множество от пла¬ 
нове целевата функция на каноничната задача за макси¬ 
мум е ограничена отгоре, то задачата има опорен опти¬ 
мален план. 



Задачата на линейното оптимиране няма решение са¬ 
мо ако: 

1. Целевата функция е неограничена отгоре (респектив¬ 
но отдолу при търсене на минимум); 

2. Множеството от планове е празно. 


5. Симплекс-метод 


Резултатите, получени за каноничната задача, дават един на¬ 
чин за памиране па решение само измежду опорните планове на 
задачата на линейното оптимиране. Хъй като опорните плано¬ 
ве са краен брои, можем да намерим всички опорпи планове и 
за решение да вземем онзи, при който целевата функция има 
максимална (минимална) стойност. 

Практически този начин е неприложим — една система с т 
уравнения трябва да се реши спрямо всички т-торки неизвес¬ 
тни, съответстващи на линейно независимите вектори на усло- 
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вията. Като се вземе предвид, че броят па тези т-торки е 

77 I ‘)71 

_ ,1 ‘ 

— 17 Г7 ~ —7 =1 , 

т!(гг - т)! д/тг.т 

се оказва, че броят па аритметичните операции, необходими за 
намиране на всички планове, е приблизително 

2 п .т * 1 2 * * * * .у/т. 

Практическите задачи са обикновено с размери, по-големи от 
30 х 50 и горният метод води до изчислителни процедури от по¬ 
рядъка на хиляди години, което го прави неизползваем в реално 
време. / 

Ето защо се използва един универсален метод от групата на 
точните методи, т.е. метод, с който могат да се решават всички 
задачи на линейното оптимиране и ако задачата има решение, 
с него се достига до оптихмалпо решение или се установява не- 
разрешимостта. на задачата. 

Симплекс-методът е създаден от Джордж Данциг, който през 
1947 г. е формулирал общата задача па линейното оптимиране 
и през 1949 г. е публикувал симплекс-метода за решаването й. 

През 1939 г. Л. В. Канторович е създал метод на разреша¬ 
ващите множители и го е използвал при решаването на някои 
класове задачи па линейното оптимиране, като по-късно мето¬ 
дът е доразвит и получава названието метод на ооективно обус¬ 
ловените оценки . 

Двата метода са построени на един и същ принцип и се раз¬ 
личават само в детайли. През 1956 г. Данциг, Форд, Фалкерсоп 
и др. подробно развиват симплекс-метода. 


I 


За да се приложи симплекс-методът: 

1 Ограниченията в модела па задачата трябва 

(1.14) да бъдат от тип равенство. 

2 Матрицата Д па решаваната сисзема уравне¬ 

ния трябва да съдържа единична матрица от т 
■ги ред (базисно представяне). 


]) редица икономически, управленски и други линейни задачи 
1 лица иконом г 7 гамо от тип равенство или по- 

раничителните условия не са сал 1 

„у П 14), поради което техните 

Що не са изпълнени условията у, з 
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модели трябва да се приведат към горе цитираните изисква¬ 
ния на симплекс-метода, след което могат да се решават с него. 
Налице са следните четири възможности. 

Първи случай (канонична форма): 

I = СХ шах, АХ = В, X > 0. 

При задачи с такъв модел: 

1. Ако системата е приведена в базисен вид, условията (1.14) 
са налице и симплекс-методът е приложим (без преобра¬ 
зувания на модела); 

2. В останалите случаи моделът се преобразува, като се до¬ 
бавят изкуствени променливи до вида 

Ь(Х) = С\Х 1 4* С 2 Х 2 + ••• + с п х п — Мх п +1 — ... — Мх п + т * шах 
при ограничения 

0\\Х\ 4" 012*^2 4" ••• 4" ^1п х п ~\~ х п-\-1 ^1 

а 21^1 4" &22 х 2 4" ••• 4" С1 2п х п ~\~ х п+2 ^2 


^т\ х \ + а тп2 х 2 + ••• + О тпп х п ~\~ х п-\-т 

х 0 > 0, у = 1, 2,..., п, п + 1,..., п -Ь т 

(броят па изкуствените променливи е < г/л , ге се добавят 
само в онези уравнения, в които това се налага, за да се 
стигне до базисно представяне). 

В целевата функция изкуствените променливи се включват с 
коефициент (—М), където М е достатъчно голямо положително 
число (при задачата за минимум с коефициент (4-А/)). 

Втори случай (стандартна форма): 

Ь — СХ —► шах (тт), АХ < Л, X > 0. 

При задача с такъв модел към всяко неравенство прибавяме 
допълнителна променлива , което осигурява наличието на изис¬ 
кванията (1.14) и прави приложим симплекс-метода.. 





, о„„ т лп 1 МЦ 11 о,<"„ тдпчи. Лш, е Ц„„ щтпе 


оптим пране 
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при ограничения 


г/ц1'1 + «12^2 + ••• + а\ п Х п +2 п +1 
«21*1 + й 22*2 + — + а 2п Х п 


+ *п+2 



«т1*1 + а т2 х 2 + — + «тп*п 



Х 3 — 0? 3 — 1; 2, п, 71 + 1, п + т. 


Трети случай: 

[у = СХ —> гп 1 п (шах), ЛХ > В, X > 0. 

1. От всяко неравенство се изважда но една допълнителна 
променлива, за да получим ограничения от тип равенст¬ 
во. И целевата функция допълнителните променливи се 
включват с нулеви коефициенти. 

2. Към уравненията се прибавя по една изкуствена промен¬ 
лива с коефициент единица с цел да се образува очевидец 
базис. И целевата функция при търсене па минимум из¬ 
куствените променливи се добавят с коефициент (+Л/), а 
при задача за максимум — с коефициент (—А/), където М 
е достатъчно голямо положително число. 

Моделът ще добие вида. 

' /,(Х) = С\Х] 4- (‘2 Х 2 + ••• + с п х п + О..Т п +1 + + О.Т„+ т + 


+ Л/.Ж п + т +1 + ••• + А / /.Ж„+ т + 


т тш 


11 ри ограничения 

(, \\ х \ + ... + а\ п Х п —Х п -\-1 + х п+т+1 
^21Т1 Т ... Т (12п х п ~~ Х п+2 + х п+т+2 



^ " 1 1 ^ 1 4" • • • 4“ и 771 Т} Х п 
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х 3 > 0, 7 = 1, 2,..., п + 2 т. 


Четвърти случай: 

Ь = СХ, АХ 5 В, Х> 0. 


Моделът се преобразува, както беше посочено във втори и 
трети случай. 

Ако резюмираме казаното, всички модели на задачата на ли¬ 
нейното оптимиране се привеждат към изискванията (1.14) с 
добавяне (изваждане) на допълнителни променливи или на из¬ 
куствени променливи с цел да се образува базис. 

Когато базисът на изходното решение се състои само от до¬ 
пълнителни променливи или променливи, съдържащи се в из¬ 
ходната система, симплекс-методът се нарича симплекс-метод 
с естествен базис (обикновен симплекс-метод). 

Когато базисът на изходното решение е изкуствено създаден, 
т.е. съдържа поне една изкуствена променлива, симплекс-ме¬ 
тодът се нарича симплекс-метод с изкуствен базис (метод на 
изкуствения базис, М-метод). 

Решаването па задачата с метода на изкуствения базис полз¬ 
ва алгоритъма па симплекс-метода с тази разлика, че след като 
една изкуствена променлива се изключи от базиса, не е необхо¬ 
димо да се изчисляват компонентите па нейния вектор-стълб. 

Идеята на симплекс-метода е, като се вземе един начален 
опорен план, да се достигне до друг опорен план, който е по- 
добър (не по-лош) от предходпия. На всяка стъпка се изследва 
за опгималност опорният план и се прави следваща итерация 
в случаите, когато това се налага, докато се стигне до опорен 
план, които е оптимален. Обикновено не се налага намиране¬ 
то на всички опорни планове, за да се стигне до решение иа 
задачата. 

Проверка (критерии) за оптималност. Преминаване към 
друг опорен план 

Нека имаме едно базисно представяне на системата на усло¬ 
вията 




1 ^п нми^аЦ иоиии заг)а<ш - Линейно опшимщшпе _197 

#1 + а 1т+12 т + 1 + ... + П 1д Х д + ... + (Х\ п Х п = 

х 2 +в2т+1*т+1 + ... + а 2д Х д + ... + «2п®п = /?2 


з: Р +а рт+1 х т+ 1 4- ... + а рд ж д + ... + а рп х п = Р р 


2т + «т7п + 12 т+1 + ... + а тд Х д + ... + а тп Х п = /? т , 

съответен опорен план А" 0 = (Л,/?2> ...,0) и решаваме за- 

1аЧ а за търсене па максимум. 

Ако изразим от това базисно представяне базисните неизвес¬ 
тни XI,..., х т и ги заместим в целевата фупкция, ще получим 

(1.10) //(А ) //0 Дт-Щ^т-Щ Дт+22,71-(-2 ... Дп^п, 

където 

Д.7 = + С202^' + ... + с т а т ^, ] = т + 1 ,..., тг, 

Ь 0 = С\($\ + с 2 /?2 + ... + с т (З т (Ь 0 - свободен член). 

1. От (1.16) се вижда, че стойността на Ь(Х) може да се уве¬ 
личи чрез даване на положителни стойности на свободните 
променливи само ако техните коефициенти Ду са отрица¬ 
телни. Ако всички А^ > 0, то при даване на положител¬ 
ни стойности на свободните променливи х у стойността на 
1(Х) не може да се подобри (увеличи). От това следва, че 
функцията Ь(Х) е достигнала максимума си при плана Л г °. 


Критерий за оптималност: Един опорен план е оптима¬ 
лен, ако в съответстващия му базисен вид па системата 
(задачата) всички коефициенти на целевата функция са 
неотрицателни, т.е. 

Д ; > 0, ] = ТП + 1, ..., П. 


Нека съществува поне едно Д_у ^ 0. Еез ограничение па 
общността да допуснем, че Д д <0, тп + 1 < гу < п. 
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2а) Нека всички коефициенти 

^2<75"ч ^ т (] 

са пеположителни. Да положим в базисното представяне 
(1.15) х д = в > 0, а всички останали пебазисии променливи 
да са равни на нула. За базисните променливи ще получим 

х г ~ (З г - ос{ я в >0, г = 1, 2,т, 

защото 0 > 0 и а{ я < 0. Векторът 

Х(0) = (Р1-а и в, ..., /3 т -а тя 0, 0,..., 0, I, 0, ..., 0) 

очевидно е план иа задачата с ограничения (1.15). Ос- 
вен това стойността на целевата функция за този вектор 

Х(в) е 

ЦХ(в)) = Ь 0 - А д 0 

и целевата функция очевидно неограничепо ще нараства с 
парастването на в (А 9 <0, в > 0). 


Ако в даден базисен вид на каноничната задача целевата 
функция има отрицателен коефициент А д и всички кое¬ 
фициенти а а тд пред съответната неизвестна х д са 

неположителни, то функцията е неограничена отгоре в 
множеството от планове. Задачата няма решение. 


26) Нека съществува коефициент А д < 0 и за всички такива 
коефициенти поне един от коефициентите 

^2д ? • • * ? ^т<7 

е положителен, т.е. а гд >0, г Е [1,ш]. 

В този случай не е изпълнен критерият за оптималност, а не 
е налице и критерият за неограниченост на целевата функция. 
В такъв случай се налага да преминем от един опорен план към 
лруг от едно базисно представяне на системата към друго. 

При това преминаване една от базисните променливи тга сис¬ 
темата става псбазисна и на нейно място в базиса се включва 
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I Оптимизационни задачи. Линейно оптимипан а 
една от небазисните променяш*™ ^ „„„ 

по носдставяне тоябвд пя иами Т )а11е па новото базис- 

г • споямо X и !, Р0ШИМ ед,ю °т уравненията „а систе- 

ОгнсГтова тпяб«а п Г *» от окапалите уравнения. 

0 трябва да подберем тона уравнение така че глел 

изключване па *, от останалите уравнения да получим система^ 

която е базисно представяно Гзя гшлГ^т ' а 

изпълнено Д > 0). 1 свободните и членове Д да е 

Без ограничение на обшносттч ттт/с 

и г метода па Гз\ч- -дг 1 1 из берем р-тото уравнение 

и с мс 1 ода па 1 аус Жордан да изключим х а . 

Изискването новата система, която получаваме, да бъде ба¬ 
зисно представяпе налага ’ 


Р'г = > 0 и 0\ = 0, 




Рр 


а 


РЯ 


> 0, I — 1, 2, ..., 771, I ф р. 


( г 1'ук 0[ са новите свободни членове па системата след преобра- 
зувалето). 


1. За верността па горните изисквания очевидно трябва 
а рп > 0 . 

2. Горните изисквалия са изпълнени за всяко а гд < 0. 

3. За да бъдат споменатите изисквания изпълнени в случаите 
су гц > 0, достатъчно е 



а 


РЯ 


. Рг 

ТП1Т1 - 




Уравнението р можем да решим спрямо х д и да го из¬ 
ключим от останалите уравнения, ако 

1. а рч > 0 и 


Оргт О г 'д 


Пебазисното неизвестно което влиза в повия базис, 
се избира измежду онези небазисни неизвестни, за които 
А ? < 0. 




















п ^а^ ^иоппи алгоригги^ц е гра , 

“ "с^г^ 0 „„ с ■ - 

новия спорен план Л- се” полу^вГ ФуНКЦ ™ Д^Ьри 

( 1Л7 ) НУ1\-.т Р р 


^РЯ 


Чх 1 ) > Хо, 

където Ь 0 е стойността тп пот, 

р нп план. Ц левата функция при предишния опо- 

тавяне, има в°идТ Х '’ съотве теп на новото базисно ц редс . 

* - (Д. ..., 0' р _ и 0, /з; +1 , /4, о,..., 0, /з;, о, .... 0) 

А базисът е В(ЛГ*) = (*ь * р+1 , 


се ^ждГчГцУГЛ^о 6 , н : изроден <* >»). ~ (ЬП) 
добрила стойността си. ’ ’ С ’ целевата Функция е по¬ 
па възможно^ттГдГ^^ърнем ^еизродени, това изключ- 
вече сме били нърнем в опорен план, в който 

Ако опорният план е изроден, то е възможно 0, = 0 и 

ЦХ 1 ) = ЦХ°), 

т.е. стойността на целевата функция остава същата 
Намираме се в същия опорен план тт,-, г- щата. 

друг базис ^ 6Н план ’ по сме преминали към 


(Ьутткттмя^ 11 ^ 6 Налиг1е -РИ-рият за неограпиченост на целевата 
функция и има няколко коефициента < 0, от (1.17) се виж¬ 
да, че най-бързо подобрява целевата функция пай-малкият от 
отрицателните коефициенти А^. 
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1 Оптимизационни задачи. Линейно опппширане 


Ще отбележим, че при изродените задачи на линейното оп- 
тимиране е теоретично възможно да се получи зацикляне в про¬ 
цеса на зяхпото решаване целевата функция не променя стой¬ 
ността си, оставаме в същия онореп план, сменяйки базиса му и 
минаваики през различните му базиси, се връщаме в изходния 
базис, Зацикляпего пречи да стигнем до оптималното решение. 
Практически зацикляне при решаване на икономическо-управ¬ 
ленски задачи се получава изключителпо рядко — само при 
изродени решения с повече от една базисна нула. Разработе¬ 
ни са методи за отстраняване на зациклянето, но те са твърде 

трудоемки и няма да бъдат предмет на разглежданията в тази 
книга. 


6. Алгоритъм на симплекс-метода. Симплекс-таблици 

Да резюмираме получените резултати, описвайки алгоритъ¬ 
ма па симплекс-метода при задача за търсене на максимум. 

1. Намираме базисно представяне (опорен план) на система¬ 
та условия на задачата (ако няма естествен базис — пост¬ 
рояваме изкуствен). Изключваме базисните неизвестни от 
целевата функция Ь(Х ), т.е. памираме коефициентите А 0 
па целевата функция. 

2. Ако всички А 3 > 0 — съответният опорен план е оптима¬ 
лен. Край. 

3. Съществува Д ; < 0, за което <0, г = 1, 2,..., т. Це¬ 
левата функция е неограничена отгоре, т.е. задачата няма 
решение. Край. 

4. За всяко Д,- < 0, поне един от коефициентите а г] > 0, 

{ — 1, 2,..., т. Избираме ключов стълб у, за който А ч < 0. 

5. Избираме ключов ред р, за който 


6 С метода на Гаус — Жордап правим елементарно преобра¬ 
зуване на системата с ключовия елемент а рч и получаваме 
(нов) опорен план. Връщаме се на 2. 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


ЗАДАЧА 1.9. Формулирайте алгоритъма па симплекс-метода при задачи 
за търсене на минимум. 


За удобство и прегледност дапните па задачата (и междин¬ 
ните резултати от решаването) се записват в симплекс-таблици. 
Най-общо симплекс-таблицата има вида 


с 

в х 

Ао 

С\ 

С2 


с/ 


с т 

с т+ 1 


Ск 


с п 

а 1 

А 2 


А, 


А т 

А т + 1 


Ак 


АгГ 

С\ 

X] 

Ру 

1 

0 


0 


0 

^1,т + 1 


«и 


&1п 

С2 


р2 

0 

1 


0 


0 

а 2 } т+1 


&2к 


п 

С] 

XI 

р! 

0 

0 


1 


0 

а 1,т +1 


а 1к 


&1п 

Сщ 

Хт 

Рт 

0 

0 


0 

. . . 

1 

^277,271 + 1 

. . . 

&тк 

... 

&тп 

А 

\7 

Ьо 

0 

0 


0 


0 

Дт + 1 


Ак 


А п 


Въпреки очевидността, ще дадем следните пояснения: 

С стълб от коефициепти на базисните неизвестни в целе¬ 
вата функция; 

Бя стълб от базиспите променливи (на различните урав- 
нелия); 

А 0 — стълб от свободните членове на системата; 

Първи ред — коефициенти па целевата фупкция; ’ 

Втори ред нромепливите на целевата фупкция (съответни 
те вектори па условията); 

Основна част — матрица на системата ограничения; 
Последен ред съдържа стойността на целевата функция 
и индексите Ду. 

п т т 

1 о = 52 с 1 х з = ^2 с * г « = 52 те - 1 о = (С, Ло). 

2 = 1 1 = 1 г=1 

Индексите Ду се пресмятат по формулата 

т 

~ А 7 ) — с з — с г -а г у — су, 7 = 1, 2, 

2 = 1 


П. 









































Горе с (С, Ло) и ( С,А 3 ) 
на векторите. 


сме означили скаларното произведение 


Индексите на базисните 
пресмятат по горната формула. 
Казаното ще илюстрираме с 


променливи няма нужда да се 
1е са равни на нула. 
примери. 


ПРИМЕР 1.2. Ла се определи 


(11$) ^(Х) — $ Х 1 — + 2хз —► шах 

при следните ограничения 


(1.19) 


Х 1 

+3х 2 

+ 11х 3 

< 11 

XI 

- х 2 

+ Зх 3 

< 2 

3X1 

+ х 2 

+ хз 

< 3 

Х 3 

>0, 3 

= 1, 2, 

3. 


Решение . Както отбелязахме, свеждаме системата неравенства до система 
уравнения, чрез добавяне на една допълнителна променлива с коефициент 
единица към всяко от неравенствата. Моделът на задачата ще добие след¬ 
ния удобен за симплекс-метода вид: 


( 1 . 20 ) Х(Х) = 3 x 1 — Х 2 + 2 х 3 + 0 .x* + 0 .х 5 + 0 .х 6 —► шах 
при условия 

XI +3x2 +11хз +Х4 = 11 

(1.21) XI — хг + Зхз +хь =2 

— 3 x 1 + Х'2 + Хз +Хб = 3 

х 3 ^ 0, ] = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . 

На система ( 1 . 21 ) намираме едно изходно решение (начален опорен план). 
При XI = Х 2 = хз = 0 имаме 14 = 11, хь = 2, х& = 3. Променливите Х 4 , Х 5 , хе 
са базисни. 0 

Полученият начален план X е 

Х° = (0,0,0,11,2,3). 

Построяваме и иопт>лваме симплекс-хаблицагв. 


с 

Бх 

Ло 

3 

-1 

2 

0 

0 

0 


А? 

Аз 

А\ 

Аб 

Аб 

"0 

X 4 

11 

1 

3 

11 

1 

0 

0 

0 

X 5 

2 


1 


-1 

3 

0 

1 

0 

0 

Хб 

3 


-3 


1 

1 

0 

0 

1 

1 



А, : 


-3 

Д 2 = 1 

Дз — —2 

0 

0 

0 


1) 

2 ) 


1 0 = (С, Ло) = 0.11 + 0.2 + 0.3 _ 0; 
д _ д 5 __ д 6 =0 — променливите Х 4 , 


хь и хс са базисни. 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


Д1 = (С, АД - С! = 0.1 + 0.1 + О.(-З) - 3 = -3 

3) Д 2 = (С, А 2 ) - с 2 = 0.3 + 0.( —1) + 0.1 - (-1) = 1 

Дз = (С, Аз) -с 3 = 0.(11 + 3 + 1) — 2 = -2 

Тъй като не всички Д 7 > 0, полученият план не е оптимален. Критерият за 
неограниченост на целевата функция също не е налице — за УД, < 0, Зс*,, > п 
* = 1 , 2 , 3 . 3 ’ 

Ще преминем към друг опорен план. Ключов стълб може да бъде както 
Дь така и Аз (Дг = — 3 , Дз = —2). Избираме Ах, тъй като Дх = —3 най-бързо 
подобрява стойността на целевата функция. 

Определяме ключовия ред. Тъй като 


в = гшп 



— 2 , 


ключов ред ще бъде вторият, т.е. ключовият (разрешаващият) елемент ще 

бъде елементът а 2 1 - Ще извадим от базиса и на нейно място базисна ще 
стане променливата х\. 

Прилагаме метода на Гаус — Жордан и преобразуваме таблицата. 

Да припомним правилата за преобразуване на матрицата при метода на 
Гаус — Жордан. 


1 ) Попълваме ключовия ред (старите коефициенти делим на ключовия еле¬ 
мент); 

2 ) Попълваме новия” базисен стълб (нули в празните клетки); 

3) Попълваме оставащите базисни стълбове — тези, които са били и ос¬ 
тават базисни; 

4) Попълваме останалите празни клетки по правилото 



&НОВО = Ь 


старо — 


а.с 

кл.ел. 


с 

в х 

Ао 

3 

-*- 

-1 

2 

0 

0 

0 

А х 

А 2 

“Аз 


~7Гь - 

~Ж~ 

0 

х 4 

9 

0 

4 

8 

1 

-1 

0 

3 

Х\ 

2 

1 

-1 

3 

0 

1 

0 

0 

Хь 

9 

0 

-2 

10 

0 

3 

1 

| 1. = о 

0 

Д 2 = —2 

Дз = 7 

0 

~Д 5 = з 

0 
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Както се 


очакваше, стойността на целевата функция се подобри с А.в = 


9 б Коефициентите Д ; може да се пресмятат по всеки от двата начина 
З ч ' скаларното произведение на векторите (С, Л 3 ) - с } , или по Гаус — 
7Г 1 овото правило за изчисляване на елемент от таблицата. Единият от 
^° Р а начина може да служи за проверка. Да припомним още веднъж и това, 
Д Гд-те на базисните променливи са нули. 

ЧС За новия план Д 2 = -2 < 0. Планът не е оптимален. Освен това има коефи- 
ент от стълба Аг, който е положителен — топа е 042 = 4 > 0. Преминаваме 
към друг опорен план с единствено възможния ключов елемент ад 2 = 4. 


с 

Влг 

Ло 

3 

-1 

2 

0 

0 

0 


Л2 

7Гз 

А\ 

Аь 

Ае 


хг 

9/4 

0 

1 

2 

Трг 


0 

3 

Х\ 

17/4 

1 

0 

5 

-ЦГ 

"374“ 

0 

0 

Хб 

27/2 

0 

0 

14 


5/2 

1 

А; 

I = 21/2 

0 

0 

Аз = 11 

Д 4 = 1/2 

Д 5 = 5/2 

0 


Ь(Х) = Хстаро — в.А — 6 — (- | (—2) — 6 + - — — 


, ч 9 17 27 9 51 42 

ЦХ) = (-Х).- + з. п + о. у = - т + - = т 


21 

2 


Дз = (С, Аз) - сз = ((—1)-2 + 3.5 + 0.14)-2 = 11 >0 


Д 4 = (С, А\) - с 4 = ^( _1 )-4 + 3 '4 + ° “ 0 “ 2 > ° 

/, ч / Л о 3 п 5\ л 10 5 л 

Д 5 = (С, Аь) -сь= (НО- (-4 ^ + 3 4 + °2 ) ~ 0 “ Т ~ 2 > °' 


Разбира се Дз, Д 4 и Д 5 можехме да пресметнем, като попълним клетките 
от таблицата с правилото на I аус Жордап. 

Всички Д^ на получения план са > 0, следователно този план е оптимален. 


/17 9 27 

*опт= Т , ? М,0, у 


21 

Т' 


Забележка: Ако тази задача трябваше да решим като задача за търсене 
на гшп Ь(Х) при същите ограничения: 

а) можехме да я превърнем в задача за търсене на максимум, като изпол¬ 
зваме направените вече теоретични бележки, а именно 

гшп Ь(Х) = - шах((-Х(АП); 
хе р Х6Р УУ у п ' 


б) или като променим критерия за опгималиост но отношение стойноститр 
на При търсене на минимум, ако УД,, < 0, планът е оптимален 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мре Жп 


Ако съществува > 0, за което всички сх{] < 0, критерият за неогра- 
1 гаченост на целевата функция е налице — задачата няма решение. В 
останалите случаи минаваме към нов опорен план. 

ПРИМЕР 1 . 3 . Да сс намери минимумът на Ь(Х) 

Ь(Х) = —XI + Х2 

при ограниченията 

— 2X1 +Х 2 +Хз = 4 

XI —4X2 +Я4 = 4 

XI —2x2 +Х5 = 10 


Решение: 


с 

Б* 

Ао 

-1 

1 

0 

0 

0 

Ах 

А2 

Аз 

А\ 

Аъ 

0 

х 3 

4 

-2 

1 

1 

0 

0 

0 

X 4 

4 

1 

-4 

0 

1 

0 

0 

Х5 

10 

1 

-2 

0 

0 

1 

~1 

V 

о 

II 

о 

1 

-1 

0 

0 

0 


Намереният план не е оптимален, Д 1 = 1 > 0 (решаваме задача за търсене 
на минимум). Ключов стълб е първият стълб А\. Тъй като 


шт 



= 4, 


ключов ред ще бъде вторият, а ключов елемент е 021 • 


С 

Б* 

Ао 

-1 

1 

0 

0 

0 

Лх 

А2 

Аз 

А\ 

А ъ 

0 

х 3 

12 

0 

-7 

1 

2 

0 

-1 

XI 

4 

1 

-4 

0 

1 

0 

0 

Хъ 

6 

0 

2 

0 

-1 

1 

А, 

Ь = -4 

0 

3 

0 

-1 

0 


Полученият план не е оптимален. Д 2 = 3 > 0 и липсва критерият за неог- 
раниченост на целевата функция. Преминаваме към нов опорен план с ключов 
елемент си 32 . 


С 

Б т 

Ао 

-1 

1 

0 

0 

0 

А г 

А2 

Аз 

Л4 


0 

Хз 

33 

0 

0 

1 

-3/2 

7/2 

-1 

XI 

16 

1 

0 

0 

-1 

2 

1 

Х 2 

3 

0 

1 

0 

-1/2 


А , 

Ь = -13 

0 

0 

0 

1/2 

-3/2 
















































Тъй като Д, = | > 0 и всички елементи п „ 
критерият за исограииченост на нелепата функция 
най-малка стойност. Задачата няма решение 


са отрицателни, налице е 
I ази целева функция няма 


7. Симплекс-метод с изкуствен базис (М-задача) 

Когато в задачи от типа 

( ] -22) ЦХ) = (С,Х) —► гпах 


при ограничения 


(^-■'23) АХ — В, X > 0 (или АХ > В, X > 0) 


~ТГ9тГ' ТеСТВСП баЗИС п Р еоб Р^уваме модела 
адача (1.22) (1.23) и получаваме нова разширена задача 

наричана още М-задача. ’ 


(1.24)Х(Х) = С 1 Х] + с 2 х 2 + ... + с п х п 

М х п +1 — ... — Мх п+Тп — чпах 


при ограничения 

а \\ х \ +-..+ П1пХп 4-Х п -|-1 

«21X1 +...+ а 2п Х п 

(1.25) 

= Ь г 

“(■X п + 2 = & 2 

М-задача 

« ш 1 X 1 -}- (1тп х п 

“Ь X п + т = Ь 1П 


х 3 >0, 3 = 1 , 2, 

..., 71 + VI. 



Оптималното решение на задача (1.22) — (1.23), ако има та¬ 
кова, се получава след решаване па М-задачата. 

За разширената М-задача се прилагат нравилата на симп¬ 
лекс-метода. Разликата се състои в това, че когато една от 
изкуствените променливи излезе от базиса, съответният па пея 
вектор-стълб може да се изключи от таблицата. Основание за 
това дава следната 
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> ТЕОРЕМА 1.5. Ако в оптималното решение на М-за, 
дачата 


А"опТ — 1 Х2, • •••, %т %п-\-\■> %п+ 2 '> • •••> %п-\-т) 

всички изкуствени променливи х п +{ са равни на нула, то 

X — (х\ ^ X2)<•••) Xп') 

е оптилшлно решеше на изходната задача (1.22) — (1.23). 
< 


Докажете верността на следните две твърдения: 


ТВЪРДЕНИЕ 1: Ако оптималното решение на М- за¬ 
дачата съдържа поне една изкуствена положителна про¬ 
менлива, системата (1.23) няма решение. 


ТВЪРДЕНИЕ 2: Ако липейната функция (1.24) на М- 
задачата е неограничена, изходната задача няма решение 
или поради несъвместимост на системата (1.23), или по¬ 
ради неограниченост отгоре на целевата функция (1.23). 


ПРИМЕР 1.4. Да се намери минимумът на функцията 

Ь(Х) = —\х\ — х 2 — Зх 3 —'► гтпп 


при ограничения 

х 1 -4-2x2 -ТЗхз = 30 

2x1 + хг +5хз = 40 

XI +2х 2 + хз =20 

х 0 > 0 . 

Решение: Моделът на Л/-задачата (разширената) има вида. 

Ь(Х) = -4x1 — х 2 - Зх 3 + Мх 4 + Мх ъ + Мх 6 —*■ ппп 


XI 

+ 2x2 

+ 3хз +Х 4 

= 30 

2X1 

+ Х 2 

+5хз 

+хь = 40 

XI 

+2х 2 

+ Хз 

+Хб = 20 


при ограничения 


















I задачи. Линейно оптимираие 

Попълваме симплекс-таблицата и решаваме М-задачата. 


с 

-Г7— 

в х 

Ао 

-4 

-1 

-3 

М 

м 

м 


^2 

Дз 

ттг 


~7ПГ 

М 

х 4 

30 

1 

2 

3 

1 

0 

0 

м 

1 Я 

Хь 

40 

2 

1 

5 | 

0 

1 

0 

м 

Хв 

20 

1 

2 

1 

0 

0 

1 

^3 

ММ 

~Ш + 4 

ЪМ + 1 

9М + 3 

0 

0 

0 


Задачата е за търсене на минимум. Най-голлмата Д е Дз = 9М + 3. Пре¬ 
минаваме към друг опорен план. 


с 

Вх 

До 

-4 

-1 

-3 

м 

м 


уГ 2 

Дз 

А\ 

А 6 

м 

X 4 

6 

-1/5 

7/5 

0 

1 

0 

-3 

Хз 

8 

2/5 

1/5 

1 

0 

0 

м 

Хб 

12 

3/5 ' 

9/5 

0 

0 

1 

^3 

18 М - 24 

2 Л//5 - 14/5 

16 М /5 4" 2/5 

0 

0 

0 


Изкуствената променлива х ъ изпълни предназначението си (участва в съз¬ 
даването на изкуствения базис). Тя вече не е необходима при решаване на 
задачата и съответният й вектор-стълб А ъ е изключен от таблицата. 


с 

Бх 

Ао 

-4 

-1 

-3 

м 

7ГГ 

Д2 

Дз 

Де 

-1 


- щг 


1 

0 

0 

-3 

Х 3 

50/ 7 

~377 

0 

1 

0 

М 

Хб 

30/7 

0/7 

0 

0 

1 

л 

Д 

3 

30Л//7 - 18ТГ 

6М/7 20/7 

0 

0 

0 


д _ с д/ _1 20 > ц Преминаваме 
Критерият за оптималност не е налице, ^1 — 7 1 ? 

към ДРУ Г опорен план. 


с 

Бх 

Ао 

-4 

-1 

-3 


ттг 

Д2 

Дз 

-1 


5 

0 

1 

0 

-3 

*3 

5 

0 

0 

1 

-4 

Х\ 

5 

1 

0 

0 

”2 

ч 

-40 

0 

0 

0 















































































Полученият план X ^^^^^ ============ ^^ 

" ° Т Те ° Р — 1 - 5 следаа ПТ = (5 ' =' 5 - «• «, 0) е оп тим ^~^^^ 

“ ^ азши Рената зад ача 

Ш1п Ь(Х) = 1(ЛГопт) = —40 

ПРИМЕР 1 $ П * 

" аТа 3аДаЧа «= " " ” аМеРИ М ° ДеЛЪТ “ разширената задача ак 

ЧХ) = х, + 2Х2 _ Зхз _. т 

п Ри условия: тхп 

* 1 +4х 2 - Хз < 8 

3 *! - 5 х 2 +2ГЗ 

Решение: Ограниченията са: ~ °* * = 3 ‘ 


Г 1 + 4Х 2 - Х 3 +Х 4 

~ Х 1 +2хт 

Зх х -5X2 ~ 15 +16 


а целевата функция е: 


= 8 
= 3 
+х 7 = 7 


-4^0 XI +2х 2 Зх 3 + О.Х 4 — 0.Х5 — Мхс — Мх-т. 

Изходният б^ис^ГлГз?д“Г(’х а х Р °хТ ЛИВИТе Х % И Х7 Са ИЗК У СТВеии - 
™" и ~ променлива' *! и ^^еХн^е^к^веГ ГрГеш 

Начален опорен план е X = (0, 0, 0, 8, 0, 3, 7) и Ь(Х) =- 3 М - 7 М =- ю М 

+ + + 

Съществува модифициран симплекс-метод , при който обемът 
па изчисленията е по-малък. При този метод се преобразува 
само обратната матрица па матрицата от базисни вектори и 
векторът-решение. Този метод ние няма да разглеждаме. 

8. Дуална задача. Основна теорема на линейното опти- 
миране 


Линейното оптимираие е от онези направления в математи¬ 
ката, за които е получен основен централен резултат, който в 
значителна степен определя съдържанието па цялата теория и 
тияе на други раздели от математиката. Така наречената Те¬ 
орема за дуалност (двоинствепост) безусловно е един такъв ре¬ 
зултат. Нетовото мачевде се огратш^а^^само в [>амките^на. 

”ия Т в° оГцатГтГрия"имиза Ц ио^те Р за Д ачи, така и 
па някои нематематически дисциплини 




I . Оптиммзацит ши задачи. Линейно оптимирапе 


211 


Нека разгледаме един класически пример за линейна опти¬ 
мизационна задача. Да се намери 

(1.26) Ь(Х ) = 2х\ 4- 4x2 + я 3 —► тпах 

при ограничения 


2*1 + г 2 4- З.т 3 < 100, 

(1 2? ч *1 + 2ж 2 4- 2ж 3 < 190, 

1 ' 2®! + х 2 4- 4х* 3 < 120, 

Х 1 > 0 , 2*2 > 0 , 2 3 > 0 . 

Да разгледаме този модел като интерпретация на следната 
икономическа задача. В 3 цеха с общи капацитети (мощпости), 
съответно 100, 190, 120 машипочаса, се произвеждат 3 вида 
артикули 21 , 22 и 2 3 . Коефициентите на векторите-стълбове в 
матрицата на ограничепията задават изразходваните часове на 
различните цехове за производството на единица продукция от 
съответния артикул. Коефициептите на целевата функция по¬ 
сочват печалбата от единица продукция на всеки от артикули¬ 
те. В тази задача се търси производствена програма ( 2 Ь 2 2 , 2 3 ), 
при която се получава максимална доходност (икономическа из¬ 
года) . 

Пека сега с у\, й и 1/3 обозначим цените на 1 машипочас в 
трите цеха. Тогава 

2 У\ + У 2 + 2 т / 3 

може да се интерпретира като общи разходи па трите цеха за 
производството па единица продукция от първия вид. Анало¬ 
гично 

У\ 4- 2т/2 4- 2/з, 

Зт/1 4- 27/2 4- 47/3 

са съответно разходите за производство па единица продукция 
от втория и третия вид. 

Ла предположим, че цепите т/ ь 7 / 2 , т / 3 на машиночасовете в 
трите цеха са избрани така, че 

27/1 4-7/2 4- 2т/ 3 > 2, 

7/1 4- 27/2 4- 7/3 > 4, 

32/1 4- 27/2 4- 4т/ 3 > 1, 

(сумарните разходи за производството на единица от всеки ар¬ 
тикул трябва да надхвърля печалбата от него). 
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И тъй като 100, 190, 120 са ресурсите машинно време Па 
всеки от цеховете, то 


ЦУ) = 100?/! + 190?/ 2 + 120?/ 3 


ще изразява сумарните разходи за производство. Задачата 


(1.28) Ь(У) = 100?/! + 190?/2 + 120 у 3 -*• шш 


при ограничения 


(1.29) 


2?/! + 2/2 + 2?/з > 2, 

2/1 + 2?/2 + 2/3 > 4, 
32/1 + 2з/ 2 + 4з/з > 1, 
2/1 > 0, 2/2 > 0, 2/з > 0, 


се нарича дуална (двойнствена, впрегната) на задачата (1.26) 
— (1.27). 

Най-общо всяка задача на линейното оптимиране е свърза¬ 
на с друга задача, наречена дуална. Съществува връзка меж¬ 
ду решенията на двете задачи. Първата задача ще паричаме 
понякога начална (изходна, пряка). Променливите на дуалната 
задача се наричат още скрити цепи. Ше дадем дефиниция за 
дуална задача на общата задача на линейното оптимиране. 








I оптимизационни задачи. Линейно оптпмпрапе 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Пека М = {1,2,...,т), 

N = {1,2, п} и Ь с А/, К с N. 

Пряка задача: 


(1.30) Е{Х) — + С 2 Х 2 + 4- с п х п —» шах 


ацХ 1 + а г2 х 2 + ... + а {п х п < Ь г , г Е' 1 

Обща 

а ' 1 х 1 + а < 2 х 2 + - + а, А = ь„ г е м \ Ь 

форма на 
дуалната 

*; > 0, «е К 

Дуална задача: 

(1.31) Е(У) = 1)1У1 + Ь 2 у 2 4-... 4- Ь т у т -* тт 

а \зУ\ + а 2зУ2 + ••• + а тз у т > су, д Е К 
а 1зУ1 + й2зУ2 + ... + а т] у т = с л у Е N \ К 

Уз — 0, У Е Ь 

задача 


ЗАДАЧА 1.10. Да се докаже, че 


Дуалната задача на дуалната съвпада с пряката (в рт. я „„ - 
дуални задачи всяка може да бъде третирана като пряка) Д ° ИКа 


От казаното дотук следва, че основните правила за пппхга а 
па ДУалната задача от пряката са: 1 а получа0 ане 

1 • На всяко ограничение, представено чрез неоапоп™^ 
оваря дуална променлива, подчипена на условия за тто °’ ° Т " 
тслност, а на всяка неотрицателна променлива отгпп* РЩа " 
вичително неравенство в дуалната задача. ог Р а ~ 

ДУална^р^^Гнлива^^роизволна^онГвсГ 
:<адГчТ™ а ° ТГО,,аря ог Р аничепие от тип равенство в дуаднада 

-пирашДГ па др^Г ИЯТа “ ^ ДУаЛ№ “ « транс 
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4. Свободните членове па ограниченията па всяка от две ду. 
алпо спретнати задачи съвпадат с коефициентите на целевата 
функция в другата задача. 


5. Ако в едната задача се търси максимум, в нейната дуална 
се търси минимум и обратно. 


Очевидно, при Ь = М и К = N (в пряката задача всички 
ограничения са от типа ”<” и всички променливи х г са неотри- 
цателпи) двойката дуални задачи изглежда така: 


Пряка задача: 


Ь[А ) = С\Х\ + с 2 х 2 + ... + с п х п —> шах 


а п *1 +а п х 2 -\г :. + а 1п х п < 6 Ь 


«21^1 + «22^2 + ... + й 2п Х п < Ь 2 , 


(1.32) . 


а т\ х \ + «т2 ж 2 + ... + а тп х п < Ь т , 


х з > 0 , 3 = 1, 2,..., п. 



Симетрич¬ 

Дуална задача: 

ни дуални 

1){У) = Ь\у\ + Ь 2 у 2 + ... + Ь т у т —> Ш1п, 

задачи 

а пУ\ + «212/2 + ... + а т1 у т > С \, 


« 12?/1 + «222/2 + ... + а т2 у т > С 2 , 


(1.33) . “. 


«1п2/1 + «2п2/2 + ... + йтпУт > С п , 


2/г >0, г = 1, 2, ..., т. 



Очевидно, при Ь — 0 и Л — А Т (пряката задача е в каноничен 
вид), двойката дуални задачи изглежда така: 








]' Опншммзациопип задачи . Линейно оптимиране 
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Пряка задача: 

Ь(Х) = С\Х\ + счх <1 + ... + с п х п —> шах 
а и Х1 + а^Жг + • •• + а-1 П х п = 6 Ь 

а 21 ж 1 + «22^2 + ••• + а. 2п Х п = Ь 2 , 


®ттг1^1 4~ ^77x2^2 4“ ••• 4" ^тп^п — ^т; 

Х 3 ^ О 5 3 — 1 5 2, ..., 71. 

Дуална задача: 

Б(У) = Ь\у\ + Ь 2 у 2 + ... + Ь т у т -> Ш 1 П, 

®112/1 4” ®21 2/2 4" ... 4” Отп1 Ут ^ 

«12 2/1 4- <1222/2 + ••• 4" ат22/т > С 2 , 

(1-35) . 

а 1п2/1 4" а 2пУ2 4" ... 4" ЯтпУт — ^п? 

т/г — произволни по знак, г = 1,2 


Несимет¬ 

рични 

дуални 

задачи 


Векторният запис иа симетричните и несиметричните дуални 
задачи е: 


Симетрични дуални задачи 

Несиметрични дуални задачи 

Пряка: 

ЦХ)=(С,Х)-+т*х 

АХ < В 

X > 0 

Дуална: 

/}(У) = (У,В)-*ППП 

Г/1 > С 

У > 0 

Пряка: 

/>(У)=(С,Л')-7шах 

/IX = В 

X > 0 

Дуална: 

В(У)=(У,В)-«тп 

У/1 > С 

У 6 Е 


ПРИМЕР 1.6. 

Пряка задача 


при ограничения 


Дуална задача 

1)(У) 


Ь{Х) = 11 + 2х 2 —*■ шах 


Х\ + х 2 <3 
2X1 - Х2 <4 

3X1 +4X2 < 17 

— XI — 6 X 2 > 1 

5 x 1 — Зх '2 > 5 

XI >0, Х2 > 0. 


3 у 1 + 4 у 2 + 17уз - у\ - $Уь — Ш 1 П 
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при ограничения 


У\ + 2 У 2 + + у\ - Ъу ъ > 1 

у\ — У 2 + 4уз + 6?/4 + 32/5 > 2 

2/, > 0, I = 1, 2, 3, 4, 5. 


9. Теореми за двойнственост 


ЛЕМА 1.1 Ако X и У са произволни планове, съответно 
на задачите (1-34) и (1.35), то 


ЦХ) < о(У) 


Верността на лемата следва от Ь(Х) = СХ < У АХ = УВ = 
/)(У). Очевидно, ако планът У не е оптимален, то Ь(Х) < 


ЛЕМА 1.2. (Критерий за оптималност) Ако X' и У са 
произволни планове, съответно на задачи (1-34) и (1.35), 
за които 

ЦХ') = о(Г), 

то X' и У са оптимални. 


ЛЕМА 1.3. Ако целевата функция 0(У) на дуалната за¬ 
дача (1.35) е неограничена отдолу, то множеството от 
планове на пряката задача (1.34) е празно. 


Последпите 2 твърдения са очевидни следствия от лема 1.1. 
Помощните твърдения, които доказахме, очевидно са верни 
и за двойка симетрични дуални задачи. 
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> ТЕОРЕМА 1.6. (Фундаментална теорема) Двойката 
дуални задачи (1.34) и (1.35) са едновременно разрешими 
или неразрешими. 

Ако X и У са съответно оптимални планове на тези 
задачи, то 

^шах - Ь{Х) = Б(У) = Я т1п . 


Теорема 1.6 е в сила за всяка двойка дуални задачи. 
От лема 1.2 и теорема 1.6 следва: 


Необходимо и достатъчно условие за оптималност на 
плановете X и У е 

ЦХ) = 0(7). 


Ако X е оптимален план па пряката задача (1.34) и 

В 0 е обратната матрица па базиса па този план, а С е 
векторътот коефициентите пред базисните променливи в 

то У — СНд е оптимален плац на дуалната задача. 


Лко пряката задача се решава чрез обикновен симплекс-ме- 
•ги^Гйя°'™сеГре 0 д~ Д тГ" У 06 <» "оп- 


ПРИМЕР 1.7. Да сс реши дялната на следната задача 
-Ц-^0 = 4x1 + Зхг + 5хз — 20 x 4 —*• шах 


*1 +8х 2 +7х 3 —15x4 = 17 
— XI +5x2 +6хз —11x4 = 9 

^>0. 7 = 1, 2, 3, 4. 


П РИ условия 
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Дуалната задача на тази задача е 



П(У) = 

17т/] + 9 ?/2 —► пнп 

при условия 

У\ 

- 2/2 

> 4 

‘■‘МП 

8*/ 1 

+ 51/2 

> 3 


7.71 

+ 5.^2 

> 5 


—15*71 

— 1 11/2 

> -20 

и 

у х — произволни 

по знак. 


В този, както и и други случаи, при които броят на ограниченията в едва 
от двете дуални задачи е по-голям от броя на неизвестните, по-удачно е да се 
решава онази, която има по-малък брой ограничения. В случая по-удачно е 
да се реши пряката задача и от нея да се вземе решението на дуалната. 

Преобразуваме пряката задача във вид, удобен за прилагане на симплекс- 
метода 

Ь(Х) = 4x1 + 3x2 + 5хз — 20x4 — М — Мхв 

при ограничения 

XI + 8 x 2 + 7хз — 15x4 х 5 —17 

— XI + 5x2 + бхз — 1 1X4 +Х6 = 9 

х 3 > 0 , з = 1 , 2 , ..., 6 . 


-^ 

С 

—I- 1 - 

Б х 

Ао 

4 

3 

5 

-20 

— М 

-м 

А] 

А2 

Аз 

А\ 
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Полученият план X = (3, 0,2, 0) е оптимален зд пряката задача и Ь тах = 22/ 
От направените теоретични бележки следва: 

1. Игтп = ^шгх = 22. 

2. Оптималният план е У = (уьУг), където < 


У1 


У 2 


13 М + 29 
13 

13М -23 
13 


- М = 
М = 


29 

13’ 

23 

~13 


) 


т.с. У = 




_п 

ЛЕМА 1.4. Необходимо и достатъчно условие планоцр- 

те X и У съответно на дуалните задачи (1.32) и (1.33) да 
са оптимални е • 

(1.36) У(В-АХ) = 0 и (УА-С)Х = 0. 


Да разпишем равенствата (1.36) по-подробно. 

т 

У (В — АХ ) — ^ ^ ацХ\ — ••• ^гп^л) ~ 0? 

г=1 

п 

(УА — С^)Х = ^^(а\^у^ -|- а2]У2 Т ••• Т ^т]Утп ^з')^з — 

7=1 

Тъй като всяко събираемо в горните ,л,ве суми е неотрицател- 
ио (произведение от два пеотрицателии мпожителя), а сумите са 
равпи па пула, следва 

\Л, Ух{Ь{ — ацХ\ — а{2X2 — ••• — о гп ж п ) = 0 , 

\/у, (а\^У 1 + 0-2]У2 "Ь ••• + а тзУт ~ с з )^0 = 0- 

Оттук веднага следват релациите 

1. Ако у г > 0, г Е {1,2, т} => ацХ\ + а&Х 2 + ••• + а т%п — V? 


2. Ако ацх 1 Т 2%2 Т ••• Т 0 / 1 П х п < д{ : г Е {1, 2,..., ш} ^ Уг 6, 
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3. Лко Х 3 > 0, ] Е {1, 2,..., п } => «1^7/1 -\-П 2 ]У 2 + ••• + й т; 7/ т — с^; 

4. Лко П 1 ^ 7/ ! -\-а 2] У2 + ••• + Ягп 7 ?Ут > с ; , у е {1, 2, 7г} => = 0. 

Направените по-горе бележки можем да обобщим в следното 
твърдение. 


> ТЕОРЕМА 1.7. (Теорема за равновесието) Ако г-та- 
та компонента на оптималния план на една от двойката 
дуални симетрични задачи е положителна, то г-тото ог- 
раничение в дуалната задача за оптгшалния си план е из¬ 
пълнено като равенство. 

Ако г-тото ограничение в едната задача е изпълнено за оп¬ 
тималния си план, като строго неравенство, то г-тата 
компонента на оптималния план па дуалната задача е ну- 
ла. <з 


Втората теорема за дуалност, която доказахме, се тълкува 
аналогично за общата форма па дуалните задачи (1.30) и (1.31). 

При несиметрични дуални задачи (1.34) — (1.35) теоремата 
за равновесието включва релациите 3 и 4, формулирани преди 
теорема 1.7. 


Икономическата интерпретация на изходната (пряката) за¬ 
дача е ясна. Пряката задача се състои в това да се определи 
оптимален производствен план, така че от реализацията па про¬ 
изведената продукция да се получи максимален доход (печал- 
ба). ' 

Икономическият смисъл на двойпетвената задача е да се оп¬ 
ределят обективни оценки па единица от всеки ресурс г които 
при дадените ресурси Ь г и дадените доходи с,-, получавани от 
реализацията на единица продукция от вид;', минимизират об¬ 
щата стойност на разходите. 1 

В заключение ще отбележим, че икономическата интерпрета¬ 
ция па получените два основни резултата в този папагтА - 
теорема 1.6 и теорема 1.7, е следната. * 


Оптимален производствен план съществува само когато всич¬ 
ки производствени ресурси Ь г имат оценка (т.е. когато дуалната 
задача е разрешима) и обратно. у 

Освен това (ако дуалната задача е разрешима), оценката на 

реализирания продукт съвпада с общата оценка на наличните 
ресурси. 
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Смисълът па теорема 1.7 е, че ако за някой ресурс при оп¬ 
тималния план ограничението за този ресурс се изпълнява като 
строго неравенство, то той се явява несъществен (недефицитен) 
и цената, съответстваща на ресурса, е равна на нула. 

Някои задачи от теория на графите могат успешно да се ре¬ 
шават със симплекс-метода или с прилагане па аналогични тех¬ 
ники. А именно, стартира се от някакво базисно решение и 
от него се преминава към друго базисно рсшепие, подобрява¬ 
що значението на целевата функция. След краси брой итерации 
на процедурата се стига до оптималното решение. В това ще 
сс убедим с разглежданията в следващите параграфи на тази 
глава. 

В много случаи обаче симплекс-методът е неприложим или 
прилагането му е твърде неефективно и води до "тромави” ре¬ 
шения. Типичен пример в това отношение е т. нар. 

Класическа транспортна задача: Продукцията а\, а 2 ,..., а т на про¬ 
изводителите А\, А 2 ) • • • > Ат, трябва да бъде разпределена между пунктовете 
В\, В 2 ,..., В п с потребление Ь \, Ь 2 ,Ь п , като 


771 


71 



и транспортните разходи за превоза на единица продукт от А, до В 3 са с 1} . Да 
се направи такъв план за разпределяне на продукцията в пунктовете В \,..., В п , 
така че техните потребности да бъдат изцяло задоволени и общите транспор¬ 
тни разходи по превоза на цялата продукция да бъдат минимални. 


Математически модел на задачата: 


771 П 



71 



т 


771 




г — 1,..., т, .7 = 1,..., п 


., п 


Очевидно това е задача на линейното оптимиране и може 
да се решава със симилекс-меюда. Гова обаче ще наподобява 
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"стрелба с оръдие по врабче”. За целта е разработен специален 
метод (отчитащ спецификата па конкретната задача), наречен 
разпределителен метод , който е значително по-ефективеп. 

Освен това, при нелинейпи задачи симплекс-методът пе е 
приложим. 

За много задачи в теория на графите са разработени специ¬ 
ални методи, водещи до решения на задачи с големи размери 
в реално време (нещо, което симплекс-методът не реализира). 
Такива задачи и алгоритми ще разгледаме в следващите параг¬ 
рафи на тази глава. Накрая ще отбележим (припомним) след¬ 
ното . 

Понякога на всяка дъга (ребро) на графа С се приписва (съ¬ 
поставя) число, паречено ”тегло”, "дължина”, "стойност”, "це¬ 
на” на дъгата. Приписаните на всяка дъга (ребро) числа мо¬ 
гат да са няколко и освен на дъгите (ребрата), съответни чис¬ 
ла могат да бъдат съпоставепи и на върховете. В различните 
случаи, в зависимост от естеството на задачата се употребява 
най-близката по смисъл дума. Например при търсене на ми¬ 
нимални (най-кратки) пътища, теглото на всяка дъга наричаме 

дължина на дъгата". 

Граф, чийто дъги (ребра) или върхове имат съответни тегла 
се нарича мрежа. 5 



аи-често теглото на дъгата (у{,у 3 ) ще бележим със с(у г ,уА 
или с(е*), където е к = (у и у 3 ), както и с Л(у { ,у 3 ), р(у г ,уА. 

Ако р е някакъв път, например път от дъгите ел со т 

П т.Р?..ПП __\ к ’ 


<р) = 53 фо- 


е«ер 



вета 2 ' АлГОрИТМИ за построяване на покриващи дър- 

Много реални задачи в областта на икономиката, управле¬ 
нието, обслужващата сфера и др. могат да се интерпретират 




2. Аляормим* 1 зо нострояване^ на покриващи дървета 
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като задачи за памирапе (търсене, построяване) на покриващи 
дървета, удовлетворяващи някакви условия за оптималност. 


ПРИМЕР 2.1. (Задача за клюката). В един университет някои от прелода- 
иателите ежедневно се срещат и разговарят, като споделят помежду си всеки 
интересен слух. Може ли в този университет, т.е. между всички преподава- 
тели, да бъде разпространена някаква клюка. 


Поставеният проблем само на пръв поглед звучи песериоз- 
ио, защото пай общо това е проблем, свързан с управлението и 
разпространението на информация, рекламна дейност и др. Не 
с трудно да се съобрази, че може да става въпрос за разпрос¬ 
транение на стоки до всички търговски обекти, на суровипи до 
производствени предприятия, в зависимост от пътната мрежа и 
т.п. 

Нека всеки преподавател разглеждаме като връх па един не- 
ориентиран граф С, на който ребрата показват кои от препода¬ 
вателите ежедневно се срещат и разговарят. По своята същност 
проблемът е дали този граф е свързан? Отговорът па този въп¬ 
рос е положителен, ако може да се построи покриващо дърво за 
този граф. Невъзможността да се построи покриващо дърво за 
графа означава и певъзможност за разпространение на слуха в 
целия университет. * 

В други задачи се палага пс да се намери някакво покриващо 
дърво изобщо, а да се търси дърво с оптимални свойства Нека 
в неориеитирапия граф О = (7, А) всяко ребро (и,у) има тегло 

С(и,ц), като под тегло па дървото се разбира сумата от теглата 
на участващите в него ребра. 


между „ Ст Г ител ' ,а й фирма Р«глежда проект за строеж „а пътища 

леш месп. и ЛИЩа ' КОИТО тр 11 Да осигури комуникациите между тези „асе- 

псеки от П з « ИЗВССТ " И СЯ разходите (« е,1и ' г <0. необходими за прокарването на 
нсски от възможните пътища, между тези сспитл н 1 114 

разходи да осигури пътните комуникации (не е задължите иска с минимални 
нът между всеки две селища). 1 задължително да се прокарва 


Да разгледаме неориептирания граф С = (V А) ч 
хопе съответстват на градовете, ребрата — ТГ л г!' ИТО Пър_ 
могат да се прокарат между тези градове, а теглата на ребрата 
Са съответните разходи за прокарване на пътя. Ясш> ^ ТЛ 
случая стратегията на фирмата се свежда до намиране на В 
Рипащо дърво за този граф с минимално тегло (разхоли °Т 
Да припомним, че покриващото дърво включва всички’ ЦСИИ '‘ 
ве на графа (вж. предишния параграф), което осигурява^* 0 " 
Между всеки два града. ПЪ1 
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Разбира се в реални ситуации нещата са доста по-сложни 
тъй като освен критерия мипималност па инвестициите, се дър’ 
жи сметка за скоростта на придвижване, пропускателната спо¬ 
собност, надеждността па пътната мрежа и много други факто¬ 
ри, които в случая са игнорирани. 


1. Алгоритъм за построяване на покриващо дърво 


Този алгоритъм е едно от мпогото красиви, изящни и еле¬ 
гантни неща в математиката, които изненадват със своята прос¬ 
тота, яснота — каквито са всъщност повечето от дълбоките и 
сериозни идеи в математиката. 


ИЛЕЛ_ НА АЛГОР И ТЪМА. В произволен ред се разглеждат 


ребрата на изходния граф, като на всяка стъпка иа алгоритъма 
се взима решение съответното ребро да бъде включено или не 
в покриващото дърво. При това реброто, което се включва в 
дървото, се оцветява в зелено , а това, което не се включва — 
в черно , т.е. алгоритъмът е процес на оцветяване на ребрата. 

1 ри това, в този алгоритъм се взема еднозначно и окончателно 
решение — реброто се оцветява в един от избраните цветове 
и по-нататък не е обект на разглеждане. Такива алгоритми се 
наричат поглъщащи и имат две важни характеристики — не се 
прави разход на време за повторни (последващи) разглеждания 

ГстТп!^ С т ? ° Пределя максималният брой изпълними операции 
(стъпки) на алгоритъма. 1 

На всяка стъпка в алгоритъма се прави проверка, дали раз¬ 
глежданото ребро в съвкупност със зелените (т.е. включените 
вече в дървото) ребра образува цикъл. Ако това е така — 

Л 1 ,пПП^°п ппптш™ 1 а В 40 “ ПО ( Т ' е ' не се включва в покриващото 
д рво), в противен случаи се оцветява в зелено (т е се включва 
в покриващото дърво). ^ 

Какво обаче означава, т.е. как се извършва ”проверка да¬ 
ли разглежданото ребро образува цикъл с включепитевече в 
дървото ребра . Зелените (включените в дървото) ребра об¬ 
разуват един или повече свързани компоненти. Върховете на 
всеки от компонентите образуват множество от върхове, което 
ще наричаме букет . Следователно разглежданото ребро ще 
образува цикъл с включените в дървото ребра, ако и двата му 
върха принадлежат па един от формираните до момента букети. 
^ Д РУ ГИ Думи, освен оцветяването на ребрата, в алгоритъма се 
поддържат (съхраняват) и актуализират букети от върхове на 
отделни свързани компоненти, което прави възможна проверка- 




2Алгоритми за посшр^оя^шсе на покриващи дбрвето, 
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та за съществуване на цикъл. 

Алгоритъмът приключва своята работа, когато всички п вър¬ 
ха на графа попаднат в един букет, т.е. ребрата, включени в 
строеното дърво, се окажат еднокомпонентен (свързан) граф без 
цикли, включващ всички върхове на изходния граф. Еквивален- 
то на това условие за край на алгоритъма е условието броят на 
зелените ребра да бъде п — 1. Това наистипа е така, защото*(вж. 
предишната глава) всяко покриващо дърво на граф с п върха 
има п — 1 ребра. 


дПИСАНИЕ_НА АЛГОРИТЪМА ЗА НАМИРАНЕ НА ПОК¬ 


РИВАЩО ДЪРВО. СТЪПКА 1 . Избираме произволно ребро 


(което не е примка). Оцветяваме това ребро в зелено. Сформи¬ 
раме букет от върховете па това ребро. 

СТ ЬПКА 2. Избираме произволно неоцветено ребро (което 
не е примка). Ако такова ребро няма, преминаваме към стъпка 
4. 

СТЪПКА 3. Възможни са следните четири случая: 


а) нито едип от краищата на реброто не принадлежи па сфор¬ 
миран до момента букет — оцветяваме реброто в зелено и 
сформираме нов букет от върховете (краищата) па това 
ребро. Преминаваме към стъпка 4\ 

б) и двата края на реброто принадлежат па един и същ букет 
върхове, сформиран до момента — оцветяваме реброто в 
черпо, т.е. не го включваме в дървото, което строим. Пре¬ 
минаваме към стъпка 4\ 

в) единият връх па реброто принадлежи на даден букет, а 
другият не принадлежи на никой от сформираните буке¬ 
ти оцветяваме реброто в зелено и невключения в букет 
връх, включваме в букета, съдържащ другия връх. Пре¬ 
минаваме към стъпка 4\ 

г) върховете на реброто принадлежат на различни букети_ 

оцветяваме реброто в зелено и обедипяваме двата букета 
в един нов букет. Преминаваме към стъпка 4. 


СТЪПКА 4. Ако всички върхове на графа са в един букет 
(броят на оцветените ребра е с единица по-малко от броя на 
върховете па графа), ребрата, оцветени в зелено, образуват 
покриващо дърво за графа. Край. 

СТЪПКА 5. Преминаваме към стъпка 2. 
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Очевидно, така формулираният алгоритъм ” работи” добре 
когато съществува покриващо дърво и ”зацикля”, ако такова пе 
съществува. 


ЗАДАЧА 2.1. Ла се премахне ”зациклянето” в изложения алгоритъм за 
намиране на покриващо дърво (когато такова няма), така че алгоритъмът да 
установява несъщсствуването на покриващо дърво и да спира своята работа 


ЗАДАЧА 2.2. Да се даде горна оценка за броя на стъпките (операциите) 
при изпълнението на алгоритъма за търсене на покриващо дърво, в зависи¬ 
мост от броя на ребрата на графа. 


Ще илюстрираме алгоритъма със следния пример. 

ПРИМЕР 2.3. Даден е граф С = (V, А) 



Да се построи покриващо дърво за този граф. Резултатите от прилагането 

на алгоритъма ще изложим за прегледност в таблица (което не е задължител¬ 
но). 


“А ТГ 

Ребро 

Цвят 

Букет 1 
(от върхове) 

Букет 2 
(от върхове) 

Букет 3 

(от върхове) 

... 

1 

(а, е) 

/ 1 р \ 

зелен 

а, е 

0- 



2 


зелен 

а, е 

Т7 

0 


3 

(с1,с) 

зелен 

а, е 

К7 - 

(1 , с 


4 

(е,с) 

зелен 

обединяваме 

букети 1 и 3 
а, с, (1, с 

ь,/ 

0 


* 

(а, а) 

/ 1 \ 

черен 

а, е, (1 , с 

ЬД 

0 


1 6 

-( е Т) 

зелен | а, е, а, с, Ь, / 

~0 

т - 



Тъй като след раз 1 леждане и оцветяване на тестото ребро 
всички върхове на графа се оказват в един букет Гили което е 
същото — броят на оцветените в зелено ребра се оказва с еди¬ 
ница по-малък от броя на върховете на графа), дървото, със¬ 
тоящо се от ребрата (а, е), (6,/), (с/,с), (е,с), (е, 6), е покриващо 
дърво за изходпия граф. 
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ггор^Ц 


ми ж построянапс па покриващи дярвета 


Лесно се проверява, че ако разглеждаме ребрата па графа в 
г ред, ше получим други покриващи дървета (проверете). 

11ска числата, приписани на всяко ребро от графа в пример 
^ е а съответните тегла на ребрата. Намереното покриващо 
^ рво в таблицата може да се разглежда като една от възмож¬ 
ните стратегии па строителната фирма, цитирана в пример 2.2. 
” т еглата па ребрата са разходите в млп. лева, за постро¬ 
яването на съответните участъци от пътната мрежа, лесно се 
Установява, че това не е най-доброто решение за фирмата по 
отношение общия обем на инвестициите. 

Теглото на намереното покриващо дърво е (общите разходи 
в мля. лв.) 


с(я,е) + с(6,/)+с(^,с) + с(е,с) + с(е,6) - 6+1 + 10 + 9+8 = 34 млп. лв. 

Интуицията подсказва, че ако ребрата бяха разглеждани пе в 
произволен ред, а по реда па нарастване па техните тегла (це¬ 
пи). така полученото покриващо дърво ще има по-малко тегло 
от предишното. Покриващото дърво, състоящо,се от ребрата 

(/», (Ь,с), (М), (М), (е/, е), 


има тегло 1 + 7 + 5 + 4 + 3. = 20, но и то пе е минимално покриващо 
дърво — покриващо дърво с минимално тегло, т.е. покриващо 
дърво, чието тегло не е но-голямо от теглото на кое да е друго 
покриващо дърво. Да разгледаме ребрата на графа от пример 
2.3 по реда па нарастване на техните тегла и приложим алго¬ 
ритъма за търсене на покриващо дърво. 


N 0 

Ребро 

Ивят 

Букет 1 
(от върхове) 

Букет 2 
(от върхове) 


1 

(/,*) 

зелен 

1,ь 

0 


2 

(/.«) 

зелен 

IX с. 

0 


3 

К«) 

зелен 


с/, е 


4 

(с/,а) 

зелен 

1,ь,с 

с1 , е, а 


5 

{а,Ь) 

зелен 

1 1 ^ 

0 



Полученото покриващо дърво, състоящо се от ребрата във 
151 °рия стълб на таблицата, има тегло 1 + 2+ 3 + 4+ 5= 15 и 
С) невидцо то е минимално покриващо дърво. / 

Ако теглата па ребрата в графа от пример 2.3 изразяваха не 
Изходи, а печалба в млп. лв., тогава естествено е да се търси 
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* 

максимално покриващо дърво — покриващо дърво, чието тегло 
е не по-малко от теглото на което и да е покриващо дърво. За 
целта се оказва достатъчно да приложим алгоритъма за нами¬ 
ране на покриващо дърво, като ребрата па графа разглеждаме 
по реда иа намаляване на техните тегла (започваме от ребро¬ 
то с най-голямо тегло). Можем да формулираме следпите две 
твърдения. 



1. Алгоритъм за търсене иа минимално покриващо дър¬ 
во. 

Прилага се алгоритъмът за търсене па покриващо дър¬ 
во, като ребрата се разглеждат по реда на нарастване на 
теглата им. Ако има ребра с еднакви тегла, те се разг¬ 
леждат в произволен ред. 


2. Алгоритъм за търсене па лтксимално покриващо дър¬ 
во. 

Прилага се алгоритъмът за търсене на покриващо дър¬ 
во, като ребрата се разглеждат по реда на намаляване 
на техните тегла. Ако има ребра с еднакви тегла, те се 
разглеждат в произволен ред. 


ЗАДАЧА 2.3. Да се намери максималното покриващо дърво за графа от 
пример 2.3. 

ЗАДАЧА 2.4. Да се покаже, че алгоритъмът за търсене на минимално 
покриваща дърво може да се използва за търсене на максимално покриващо 
дърво и обратно. 

Упътване: Разгледайте граф с противоположни или реципрочни тегла на 
ребрата (игнорирайки ребрата с тегло нула). 


ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА 


за намиране па максимал¬ 


но покриващо дърво. (Алгоритъмът за търсене иа минималпо 
пбкриващо дърво се обосновава напълно аналогично или като 
се използва задача 2.4.) 

Да означим с Т а лг. дървото, което алгоритъмът построява, а 
с Тщах — максималното покриващо дърво. Да допуснем, че тези 
две Дървета се различават попе по едно ребро и нека е\ — (и, и) 
е първото от разглежданите в алгоритъма ребра, което е от 
Т'алг., но не принадлежи на Т шах . 


к 
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Тъй като Ттах е покриващо дърво, ще съществува единствен 
ост път свързващ върховете и и V. Ла добавим рсб- 

] ^то ^1 към Т та х • Тогава очевидно в Т тах ще се появи цикъл, 
Р и Т ова поне едно ребро па този цикъл няма да е от Т алг . (в 
П ^отипеп случай ще излезе, че в Т алг съществува цикъл, което 
"невъзможно). Да означим това ребро с с 2 и да изключим това 
е 5рО ОТ Ттах- 

И така, в Т т ах включваме реброто в\ и изключваме ребро¬ 
то С 2 • 21а означим с ^тах полученото по този начин покриващо 
дърв°* Тъй като Ттах е максимално дърво, То 


т 1 

'ГГ 


< т 

шах — 1 


шах 


(по определение), 


откъдсто пък следва 

/• 2 Д) теглото (ех) < теглото (е 2 ),. 

От друга страна, невключеното в Т ал ?. ребро е 2 не може да е 
разглеждано в алгоритъма преди реброто в\. Ла допуснем про¬ 
тивното, т.е. реброто е 2 е разглеждано в алгоритъма преди е\. 
Тъй като е 2 не е включено в Т алг ., следва, че реброто е 2 е обра¬ 
зувало цикъл с ребрата преди него, включепи в Т алг .. По тези 
ребра са и ребра на Т та х (такива са всички ребра, разглеждани 
до ^ 1 ), следователно в Т тах ще съществува >цикъл, което е пе- 
възможпо. Отхвърляме допускането, т.е. е 2 не е разглеждано в 
алгоритъма преди реброто ех. Тогава 

(2.2) теглото (ех) > теглото (е 2 ). 


От (2.1) и (2.2) следва 

теглото (ех) = теглото (е 2 ), 


което означава, че 

(2.3) теглото ( Ттах) = теглото {Ттах)- 

Освен това, общите ребра на Т^ пах и Т а лг. са с единица повече 
от общите ребра между Т Ш ах и Т а лг.- 

Ако в качеството на максимално покриващо дърво сега разг¬ 
ледаме т^ ах (възможно е поради (2.3)) и повторим горните раз- 
( ьждения, очевидно ще получим дърво 1 тах-» общите ребра иа 
ю ( Т( 1 Л 2 . ще са с единица повече, отколкото 1 ези па 1 тах ^ 
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Талг.- Така след краен брой стъпки, ще стигнем до максимално 
покриващо дърво ТД ах , което напълно съвпада с Т алг .. 

Както споменахме в параграф 1.8, глава /, търсенето в дъл¬ 
бочина и в ширина може да се използва за намиране па покри¬ 
ващи дървета. Ще дадем едно по-формално описание на алго¬ 
ритъм за построяване на покриващо дърво в свързан граф [44]. 

Лании: Свързап граф С = (У, у1), представен със списъци па 
инцидентност ЗАПИС [и], и е У. 

Резултат: Покриващо дърво (У,Т) в графа С. 

1 ргосевиге 1 УСИ^и) 

(*търсене в дълбочина с намиране ребрата на дървото; 
променливите НЕМАРКИРАП , ЗАПИС , Т са глобални *) 

2 Ъе§ш НЕМАРКИРАП [я] := лъжа; 

3 Гог и Е ЗАПИС [и] с!о 

4 Н НЕМА РКИРАИ [и] % Ьеп 

(* {'У,1^}-НОВ КЛОН*) 

5 Ъе§т Т:=Ти{у,и}- 1 УОБ(и) 

6 епс! 

7 еп<1; 

8 Ъе§т (*главна програма*) 

9 (ог V е V с1о НЕМАРКИРАП [и] :=истина- 

(♦инициализация*) ’ 

Ю Г := 0 

(* Г = множество от клоните, намерени до момента*) 

11 \РОГ)(т) (* г-произволен връх на графа*) 

12 епй 


зан ( о Р то ДЛ ° ЖеНаТа Пр ° ДеД УР а -истина построява дърво 

то Т с В е С доба П вя лГГон } .“ТТ^ъщос™ МПОЖеСТ "° 
«ързанграГ ' ИНДУВДИЯ) ' С ~тел 1ю алгоритъмът стро, 

2. Всеки нов клон {г>,и}, добавян към мпожеството Т съ 
единява разгледал връх V (НЕМАРКИРАП [»] = Л ъжа) с нръ: 
д, който е пемаркиран. Следователно строеният граф (V Т) < 
ацикличеп. 1 ^ V ? ) 






2 Алгоритми за п^сгпроявапе на покриващи дървета 
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3 . От свойствата на търсенето в дълбочина (вж. параграф 
1.8) процедурата \УСП обхожда всички върхове па свързания 
граф. 

От 1, 2 и 3 следва, че графът (У, 7’), построявал с този ал¬ 
горитъм, е свързан, ацикличен и включва всички върхове на 
графа, т.е. графът ( У,Т ) е покриващо дърво за С. 

Изчислителнаха сложност на този алгоритъм очевидно е 0(тг-(- 
ш), какъвто е порядъкът на търсенето в дълбочина. 

Ше дадем и алгоритъм за намиране па покриващо дърво, из¬ 
ползващ метода търсене в ширина [44]. 

1 Ъе§т 

2 Гог и Е V По ПЕМАРКИРАИ [и] := истина; 

(^инициализация*) 

3 Т := 0; 

(* Т = множество от намерепите до момента клони*) 

4 ОПАШКА = 0; ОПАШКА <= г; 

5 ПЕМАРКИРАИ [г] :=лъжа; 

(* г-корен на покриващо дърво*) 

6 ™ЬПе ОПАШКА ф 0 с!о 

7 Ье§ш V <= ОПАШКА ; 

8 Гог д е ЗАПИС [у] с1о 

^ ПЕМАРКИРАИ [д] 1Ьеп (* {д, д} = нов клон*) 


10 

Ъе§ш ОПАШКА <= 
НЯМА РКИРАII [и] := 
Т :=Ги{л,а} 

11 

епс! 

12 еш! 


13 еп<3 



Очевидно сложността па този алгоритъм също е 0(п + т). 

Н дървото (V, Т) , построявано от горната процедура, разс¬ 
тоянието от произволен връх V до корена г е най-краткият път 
от V до г в графа С (тук под дължина па път се разбира броя 
па участващите в пътя ребра). 

По-късно в параграф 2.3 ще бъдат разгледани алгоритми за 
намиране на най-кратки пътища, като при това на ребрата ще 
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бъдат съпоставени тегла (дължини) не обезателно равни на 1 
В този случай под дължина на пътя ще се разбира сумата от 
дължините (теглата) на участващите в пътя ребра. 

В много случаи, описващи реални проблеми от практиката, 
не е обезателно графът О да бъде свързан. Гогава се налага 
да се построяват дървовидни структури (гора от дървета). 

2. Алгоритъм за построяване на максимален ориенти¬ 
ран лес (МОЛ) 


ПРИМЕР 2.4. Да предположим, че ръководите столична фирма с много 
клонове, разпръснати из цялата страна. Налага се ежедневно да инструктира¬ 
те клоновете на фирмата по места. Как да осъществите това, ако разполагате 
само с телефонни връзки? 

Един от начините е да вдигнете телефона и се свържете с всеки клон. 
Очевидно, това е твърде нерентабилно, както по отношение на пари, така и 
на време. По-добре е да създадете система, порядък, като укажете на всеки 
получил съобщението (и то веднъж) на кого трябва да го предаде (телефони¬ 
ра). По този начин например, вместо к разговора с черноморските клонове 
на фирмата, можете да позвъните само веднъж до Бургас, а бургаският клон 
да се свърже с останалите от региона. 


Подобеп род задачи налагат необходимостта в даден граф С 
да се построяват покриващи ориентирани лесове с максимал¬ 
но (минимално) възможпи тегла. Ше ги наричаме максимален 
(лшнималеи) ориентиран лес за графа О. За краткост ще ги 
бележим с МОЛ (мол). Максималните (минималните) ориен¬ 
тирани дървета ще бележим с МОД (мод). Ясно е, че за раз¬ 
лика от досега разгледаните алгоритми в този параграф, вече 
ще отчитаме и ориентацията на ребрата. 

Нека и сега повикаме интуицията па помощ и формулираме 
следния ” поглъщаш, алгоритъм за построяване на МОЛ”. 

"Подреждаме дъгите по тегла — първа е тази с пай-голямо 
тегло и т.н., а дъгите с еднакви тегла номерираме произволно. 
Започваме формирането на ориентирай лес от дъгата с най-го- 
лямо тегло. Последователно разглеждаме дъгите и включваме в 
леса тези от тях, които образуват ориентиран лес с разгледани¬ 
те вече дъги. След изчерпване множеството на дъгите спираме. 
Полученият ориентиран лес е максимален.” 

Оказва се, че интуицията в този случай, за разлика отпреди, 
се явява лош съветник. Този "алгоритъм” работи, но невинаги 
— с други думи не е алгоритъм. 

ПРИМЕР 2.5. Да се приложи горната процедура за търсене на МОЛ за 
следните графи С\ и С: 







Граф С\ 


Граф С 2 


Ако приложим формулирания "алгоритъм” за графа С\, наистина ще по¬ 
лучим МОЛ, образупан от дъгите (с,6), (с, а), (с,е/) с тегло 10 + 9 + 8 = 27. 
(Проверете теглата на всички други лесове в С]). 

За графа Сг "алгоритъмът” работи лошо. Според предписанията му, ле¬ 
сът (с,а), (7,с), ( Ъ,<1) или (с,а), (7,с), (с, 6) е МОЛ, което не е вярно. Нап¬ 
ример (Ь,а), ( а, А ), (а, с) е ориентиран лес с тегло 40, докато генерираният от 
"алгоритъма” лес е с тегло 32. 


Да разгледаме сега алгоритъма на Едмондс [14] за построя¬ 
ване на МОЛ. 

илея на Алгоритъма за ~построявлне яд мол7 

Алгоритъмът се състои от два основни етана. В първия се 
разглеждат последователно върховете на графа и се извършва 
"свиване” ("стягане”, "умаляване”) на графа, а във втория се 
извършва обратното — разтягапе (разширяване), докато стиг¬ 
нем до изходния граф и МОЛ. 

Алгоритъмът използва (поддържа и актуализира) два буке¬ 
та (множества) — букет от върхове и букет от дъги Е г . Бу¬ 
кетът от върхове съдържа разгледаните при изпълнението на 
алгоритъма върхове, а букетът дъги — условно включените в 
МОЛ дъги, инцидентни с разглежданите върхове. В началото 
тези два букета са празни множества. 


1. В произволен ред се разглеждат и включват в букета V] 
върховете па графа, като от влизащите във върха дъги се 
избира тази с максимално положително тегло. (Върховете 
без входящи дъги могат да се игнорират от разглежда¬ 
не). 1ази дъга се включва в букета дъги Е{, ако това не 
нарушава свойството на букета да бъде лес (добавянето 
й не води до образуване на цикъл). В противен случай 
върховете и дъгите на цикъла се "свиват” (стягат) в един 
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връх н г -_ 1 . 13 повил "умален” (свит) граф се променят тег¬ 
лата па някои дъги и за него се променя съставът на дп а - 
та букета — остават само тези върхове и дъги, които са 
от повия граф. След корекциите продължава процедура 
та разглеждане на върховете, докато не бъдат разгледан^ 
всички върхове. 

2. След като всички върхове на графа са разгледани, дъгите 
на последния формиран букет образуват лес в съответния 
граф (получен след нсколкократно "свиване”, стягане на 
изходния граф). Когато е извършено поне едно свиване 
започва обратен процес па "разширяване” (уголемяване), 
като всеки фиктивен връх в съответния граф се заменя с 
цикъла, който преди това е бил "свит” до този връх. В 
разширения граф и съответния му букет дъги се включ¬ 
ват всички дъги па цикъла, с изключение на една, така 
че новият букет да образува лес. Извършват се толкова 
разширения, колкото са били свиванията, докато се въз¬ 
станови изходният граф. При това, дъгите от последния 
букет дъги образуват МОЛ. 


Изложените бележки за същността на алгоритъма МОЛ пе 
са достатъчно пълни, прецизни и ясни. Ще дадем едпо но-фор- 
мално описание на алгоритъма. 


ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА МОЛ (НАМИРАНЕ НА 


МАКСИМАЛЕН ОРИЕНТИРАН ЛЕС). Нека изходният граф 


е (* о ч а графите, които се получават в хода на изпълнението на 
алгоритъма, са Сд, С 2 ,.... Да означим букетите върхове и дъги 
па тези графи съответно с У 0 , У ь И 2 ,... и Е 0 , Е и Я 2 ,... 

СТЪПКА 1. Всички букети са празни, г := 0. 

0 ГЪНКА 2. Ако всички върхове на С{ са в букета И, пре¬ 
минете към стъпка 4. 13 противен случай изберете произволен 
връх V на графа С г . Изберете от влизащите във V дъги тази с 


най-голямо положително тегло и я включете в букета Е г , а вър¬ 
ха V във И'. Ако такава дъга няма, се върнете в началото на 
стъпка 2. 


Проверете дали след включването на дъгата Е{ остава лес. 
Ако това е така (т.е. няма цикли), върнете се в началото на 
стъпка 2. В противен случай преминете към стъпка 3. 

СТЪПКА 3. Означете появилия се цикъл с р,-. Свийте всички 
дъги и върхове па р; в един връх (фиктивен) н г . Получения нои 
граф обозначете с С {+\• Теглата па дъгите в С г + 1 , певходяши 
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във ь\. остават каквито са били в С г . Теглата на дъгите (х,у) от 
С г . които в С г +1 дъги от вида (х,У{) се коригират по следния 

начин. 

(2.4) с(х,у г ) = с(х,у) + с.(р,< 7 ) - с(г,у), 

къдсто (р, (/) е Д1>гата от контура р г с минимално тегло, а (г, у) 
с дъгата от контура р г , влизаща във върха у. Очевидно 

с(г, у) > с(р, (?)>() и с(г,у) > с(ж, у). 

Сформирайте съответни за С г +\ букети У г +\ и Е{+ 1 , като от 
старите букети У, и Е г вземате само онези върхове и дъги, които 
са от 0{+\- 

Увеличете г с единица, т.е. г := г + 1 и преминете към стъп¬ 
ка 2. 

СТ1)ПКЛ 4. Ако г = 0, край па алгоритъма. Дъгите от буке¬ 
та Ео образуват максимален ориентиран лес за изходния граф 
(7 0 . В противен случай преминете към стъпка 5. 

СТЪПКА 5. Ако върхът ц г _1 е корен на някое ориентира¬ 
но дърво в ориентирания лес Е г : заменете върха г > г _1 с цикъла 
р г _1 и обединете дъгите от Е г с дъгите от цикъла р г _от това 
обединение, съдържащо точно един цикъл — р,-_ь отстранете 
дъгата от цикъла с минимално тегло и така получения нов бу¬ 
кет (лес в графа С г _ 1 ) означете с Е г -\\ г := г - 1 и се върнете 
към стъпка 4. В противен случай, т.е. когато г > г _1 не е корен, 
преминете към стъпка в. 

СТЪПКА 6. На единствената дъга (х,н г _ 1 ) от ориентирания 
лес Е г съответства дъга (х,у) от 6\_ъ където върхът у е от 
цикъла />!_! (свит в’ьв ). Заменете върха п г -\ с цикъла р г _] 

и обединете дъгите от Е г с дьгите от цикъла р г -\. Полученото 
множество от дъги съдържа единствен цикъл — р г -\ и точно 
две дъги, влизащи във върха у дъгата (х,у) и съответната 
дъга от цикъла р г -\. Отстранете от обединението дъгата от ци¬ 
къла влизаща във върха у и означете получения нов букет 

с Е- 1 -\ (ориентиран лес в графа С г -\)- Положете г := г — 1 и 
преминете към стъпка 4. 


Основната идея при доказателството (обосновката) па алго¬ 
ритъма се състои в това, че ако ориентираният лес в графа СД, 
определен от дъгите в букета Еь е максимален, то такъв се явя¬ 
ва. и лесът в графа 0А .-—1 •> определен от дъгите в букета Ер-\ 

(вж. [I])- г, 

щ с илюстрираме раоотата на алгоритъма сз,с следните за¬ 
дам и. 









маки^1^ор^нтиранГГгемр И „ра алгоритъмът ОТрИцател,,и тегла ' к “-ьв 


Отг.: 0 (изпълняват се само стъпки 2 и 4, като Е 0 = 0) 




ЗАЛАЧА 2.6. Да се построи максимален ориентиран лес за следния граф 



Решение: За прегледност решението е изложено в таблица. 


г := 0 . 


Връх 

То 

(букет от върхове) 

ТГа - 

(букет от дъги) 

с1 

е,к 

- 

а 

е,<1,а 

(е,й),(с,а) 

с 

е,(1,а,с 

(е,й),(с,а),((/,с) 

ь 

е, с1, а , с, Ь 

1е,а),(с,а),^,с) у (с1,Ь) 


,.Поради това, че във У 0 попаднаха всички върхове на графа, а дъгите от 
бурета Е 0 образуват лес (стъпки 2 и 4 от алгоритъма), следва, че това е мак¬ 
сималният ориентиран лес за графа. Теглото на МОЛ е 15 В случая не се 
наложи да се изпълнява СТЪПКА 3 — процедурата за свиване на графа. 


ЗАЛАЧА 2.7. Да се построи максимален ориентиран лес за графа Са 
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Решение: 


г := 0. 


Връх 


Е5- 

ь 

ь 

(а, 6) 

Л 

Ь, (1 

(М), (с,</) 

е 

Ь, (1 , е 

(а,6),(с,й),(Л,е) 

/ 

М,е,/ 

(а,М,(с,^),(^,е),(е л /) 

с 

^5 ^ ) I) С 

М),М),Й,е),(е,Д(/,с) 


, 1 

След включването на дъгата (/, е) в Ео, това мн^ество от дъги вече не 
е ориентиран лес. СТЪПКА 2 на алгоритъма ни препраща към СТЪПКА 3. 
Всички дъги и върхове от цикъла ро : (с, (1), (с/, е), (е, /), (/, с) свиваме в един 
връх — върха г>о. Получаваме граф С\ , който изглежда, както е показано на 
следващия чертеж, като теглата на дъгите му се пресмятат съгласно инструк¬ 
циите от СТЪПКА 3 и формулата (2.4): и 



Теглото на дъгата (а, Ъ) = 1, колкото беше и в графа С 0 . Тъй като дъгата 

с минимално тегло от цикъла е дъгата (с/, с), за теглата на входящите във уо 

дъги имаме (формула (2.4)) 

с(6, г 0 )1 = с(Ь, <0 + с(Л, е) - с(с, Л) = 10 + З 1 *- 14 = -2, 

с(Ь, г’о)г = с(Ь, с) + с(<1, е) - с(/,с) = 8 + 2- 9 = ], 

с(6, г-о)з = с(Ь, /) + с(<*. с) - с(е, /) = 8 + 2 - 10 = 0. 





























Ь и До взимаме онези елементи (върхове и дъги), които са в Сп . Увеличи.- ^ 
1, * := I + 1 и преминапаме отново към СТЪПИЛ 2. ' л,с 



Гъй като п букета Ц попадат всички върхове на гг>а(Ьа Сл и пггнт» г? 


1 И ТГКГИНРА глг,л I? 



До = {(а, Ь), (Ь, с), (с, <*), (с/, е), (е, /)}. 


СТЪПКА 6 ни препраща към СТЪПИЛ 4 (преди това г := г — 1), според която 
полученият нов букет Д 0 е максимален ориентиран лес за изходния граф С 0 

Теглото на намерения лес е 1+ 8 + 14 + 2 + 10 = 35, и то е възможно 
максималното (проверете). 

В задача 2.7 максималният лес е покриващ. Обърнете вни¬ 
мание па следните забележки. 

1. Максималният ориентиран лес (максималното ориентира¬ 
но дърво) не се явява задължително покриващ лес (покри¬ 
ващо ориентирано дърво). 

Пример: В графа 0 , изобразен на черт. 2.1, 


8 



Черт. 2.1 


максималният ориентиран лес е {(с, 6), (е, Н)} и теглото му 
е 10. Този лес не е покриващ лес, не е и покриващо дърво 
(макар, че в графа съществува покриващо дърво и всички 
тегла са положителни). 
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9 


3 . 


!ю 11 (о^ Ва111ИЯТ °Р ИС11ти Р а11 лсс (дърво) новинаги е максима- 

теглоП а и °п ЧСРТ ’ 2Л ЛеСЪТ М),М),Ке) е покриващ с 
11 и очевидно не е максимален (11 < 16). 

Покриващото дърво за графа от черт. 2.1, (а Ь) (Ь с) (а сП 

а м1ксималното дървГо^тсгло 8 '(в Г ™’ Л ° Т ° Му ® 6 > 
Рипащо дърво с изпълнено 2) ( СЛучая за всяко пок ' 

р и в ащо то ори еп тир апо 1 ! т ° М ° Ж< / Ла ИМа 1Юпсче Д ъг и от пок- 
твува в графа). } фио (когато такова дърво същес- 

ни — примерно вси^и^тегла^ оизволсн г Р а Ф & считаме за рав- 
ориентирап лес ще бъде лес г едипица - ^ ог ава максималният 
3., алгоритъмът за търсене „ а МоТ^ бр ° Й ДЪГИ И по Р ад и 
покриващо ориентирано т гт ( В такъп г Раф ще генерира 
ка към всички те™а ло^п^° (К ° ГаТ ° такопа съществува). Н С - 
С нарастването на М ще расте е ^ а положителна константа М. 
ради 3., ако М е достатъчно ™ броят Яа дъгите и МОЛ. По¬ 
па МОЛ, приложе^Гкъм граГс .'аГ’ алго Р и “т за търсено 

РиР а покриващо ори "гира^щ дърво смТ" 10 ’™ ^ Ще 
такова съществува). 1 Л Р с мак сималпо тегло (когато 

ПРИМЕР 2.6. Да разгледаме следния граф. 



Прилагането на алгоритъма МОЛ 

и ц ! )} с тегло 7. Ако всички тегла 
алгоритъм за графа, 


за този граф генерир 
увеличим със 100 и 


а максимален лес 
приложим същия 


103 


















/' 


^ се използеа за:’ * Мго 1 ,и ' г ь 


ЯВЛВа пок риващ 0 дърво г° РИеНТИрап лсс {(с Ь) (Ь и 

КСИМаЛН ° » М от Т два?а 2 графа 0аТ0 « 

МЪТ За ТЪрад * ^ МОЛ можо 


... 3 , „ 

изходпия граф. Л ИТ0 С I" 1 ) тегл нта на всички дъги ^ 

.ювиТтегла! М0Л ’ пр *— за графа с 
ЛСН ° риен ™Рап лес за изхо^ я Р гр Р а а ф ЛеС ’ К ° ЙТ ° ° ШП ^ 

Целта. към 1 теглата 'пТвмчТГлъ ° ° риепти Р апо д т<>. За 
голяма, положителна константа М Добавя Достатъчно 

гпяГ аП °’ алгорит ™ът за търсен^ „а МОЛ“ 646 беШе № 
рафа с променени тегла, ще генепипя пп° Л ’ " риложен за 
нащо ориентирано дърво с М ак™ Р Р Лес ’ които е покри- 
риващо дърво съществува). ималпо тегло (когато пок- 

то Р съществ^а"! Ш зГ целтТТмтожо РаеМтира, ‘° ^ рв ° ( кога ' 
и добавете достатч ч,т г^, У исички тегла с (- 1 ) 

към получепитс тегла За гптЛ положител,1а константа М 

приложете алгоритъма МОЛ ’ ' ПР ° МеНеПИ Тегла ’ 

г) търсене на максимално (или минимално) покриваше опием 
тирана дърво с корен в даден връх х (когато това е възмож- 
). За целта в графа се добавя допълнителен връх у и 
дъгата (у,х) с произволно тегло. Ако съществува покри 
ващо ориентирано дърво в разширения граф, то ще има за 
корен върха у , тъй като в у няма влизащи дъги. Намере¬ 
ното покриващо ориентирано дърво за разширения граф, 
след отстраняване па дъгата (у,х) и върха ?/, става тако¬ 
ва дърво и за изходния граф. Следователно, за целта е 
достатъчно в разширения с дъгата (?/, х) граф да проме- 

ним теглата, както в т. б) и в) и приложим алгоритъма за 

МОЛ. 

Сега вече е ясно, че проблемът, поставен в пример 2.4, се 
свежда до търсене на минимално покриващо ориентирано дър¬ 
во с корен във върха, съответен на град София. 
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ЗАЛА ЧЛ 

пито графи, 
пета. 


2 «V. Да се построят псички иокрипащи дървета та всеки от след- 
(/ьставете комшот'ьр 11 а програма та търсене на покриващи дър- 



3 А ДАЧА 2.9. Да се построят максимално и минимално покриващо дърво 
за графите от задача 2.8, без да се търсят всички покриващи дървета. 

Ь 



ЗАДАЧА 2.10. За графа С,\ да се построят 

а) максимален ориентиран лес; 

б) минимален ориентиран лес; 

в) максимално покриващо ориентирано дърво; 

г) минимално покриващо ориентирано дърво; 

\ максимално (минимално) покриващо ориентирано дърво с корени съот¬ 
ветно пън върховете а, Ь, с, <1. 


|ДАЧА 2 11 Формулирайте реални задачи (икономически, у 
' ' 7 „ .. \ определете техния модел на езика на графите 

инженерни и I и.;. 1 '“1 <■* 1 

компютърни програми за тяхното решаване. 


правлепски, 
и съставете 




















оло 

и 1и 


Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и Мрс^и 


2.3. Алгоритми за търсене на пътища 


ПРИМЕР 3.1. Да разгледаме граф С = ( V, Е ), върховете на който съот¬ 
ветстват на летищата в света, а дъгите — на въздушните линии между тях 
(възможните полети). Как да се избере маршрут за пътуване между два пун¬ 
кта, така че този маршрут (път) да бъде оптимален в някакъв смисъл? 

Оптималността може да бъде свързана с дължина, бързина, цена, сигур¬ 
ност, комфорт и др. 

Нека на всяка дъга на графа е съпоставено тегло с(х,у), което се интерп¬ 
ретира като километри, време, печалба и т.н. Тези тегла могат да се зададат 
и в матрица С = (с^). Елементите на матрицата на теглата могат да са по¬ 
ложителни, отрицателни или нула. Защо теглата могат да са и отрицателни? 

ПРИМЕР 3.2. Търговски пътник предвижда пътуване от София до Варна, 
като възнамерява пътьом да посети и няколко други градове. Търговецът с 
голяма точност знае каква печалба ще му донесе евентуалното посещение на 
клиенти в съответния град. Какъв маршрут да избере този търговец? 

Да разгледаме граф С с върхове градовете, които е възмож¬ 
но да посети търговецът. 

Ако теглото иа всяка дъга означава 

"разходи за път” — "очаквапи приходи”, 
е ясно, че е възможно да съществуват дъги с отрицателни тегла 
(участъци, където транспортните разходи са по-малки от очак¬ 
ваната печалба), както и дъги с положителпи и нулеви тегла. 
В този случай търговският нътпик трябва да си избере марш¬ 
рут, съответстващ па най-краткия път в графа между върховете 
"София” и "Варна”. 

П1е отбележим, че алгоритмите за търсене на най-кратък пш 
(НКП) са различни в случаите "всички тегла са неотрицател- 
ни” и "теглата са произволни”. 

Освен това, при отсъствието иа една дъга (х,у) от графа 
ще считаме, че теглото й е с(х.у) = оо. Теглата на дъгите и 
пътищата ще наричаме с наи-естествсния за случая термин — 
дължини. 

В задачите за намиране па НКП ( най-кратък път ) се налага 
ограничението в графа 0 да няма цикли с отрицателно тегло. 
Депо е, че наличието па такива цикли прави несъдържатолна 
задачата, поради възможността цикълът да се обхожда мно¬ 
гократно и пътят между два върха да става безкрайно малък 
(да клони към —оо). За елементите с^^ от матрицата па тегла¬ 
та ще предполагаме, че не е задължително да удовлетворяват 
условието на триъгълника 


С Н < с г к + С* ; , за Уг, у, к, 
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поради зривиалнос 11 а на задачата н противен случай. 

13 гози параграф ще разгледаме и алгоритъм за търсене на 
втори, трети,..., к-ти по дължина пътища , което често се нала¬ 
га и с полезно при решаването на многокритериални задачи от 
практиката. 

Поради юва, че теглото на един път невипаги се явява су¬ 
ма о 1 те 1 лата па участващите в него дъги, в този параграф 
ще разгледаме и въпроса, свързан с намирането на пътища с 
максимална надеждност и пропускателна способност. 

ттх,'тт КИВа задачи ^гат да се преформулират като задачи за 
НК11 или да се приспособят за решаването им методите, изпол¬ 
звани в задачите за намиране па НКП. 


1 . Най-кратък път (НКП) между два дадени върха з I. 
Алгоритъм на Дийкстра 

Алгоритъмът е предложен от ВфзЬга Е., 1959 д., [15] и е твър¬ 
де ефективен и простичък. 13 този алгоритъм се предполага, че 
дължините с^^ на всички дъги са неотрицателни. 


ИДЕЯ ПА АД1 ОРИ 7 ЪМА . Алгоритъмът може да се разг¬ 


лежда като процес на последователно маркиране върховете па 
графа със съответни числа. 13 общия случай маркиращото чис¬ 
ло д(х) па върха х е временно и дава горна граница за дъл¬ 
жината на пътя от ,5 до х. При изпълнението на алгоритъма 
стойностите на маркиращите числа се намаляват, като на вся¬ 
ка итерация точно едно от временните маркиращи числа става 
постоянно (оцветява се). 13 този случай постоянното (оцве¬ 
теното) маркиращо число д(х) вече пе се явява някаква горна 
граница, а е точната дължина па НКП от 8 до х. За оцветен 
считаме и съответния връх х. Когато освен дължината па НКП 
се търси и самият път, се оцветява и една от дъгите на графа 
като но този начин тя се включва в търсения път. 


ОПИСАНИЕ АЛГОРИТЪМА ПА ДИЙКСТРА. 
Оцветете началния връх 8, положете 


СТЪПКА 1. 


(1(з) = 0 (постоянно маркиращо число), 
с1(х ) = 00 (временни маркиращи числа), Ях ф 8 , 
р = з (р — последния оцветен връх). 

СТЪПКА 2. ( 11ромяна па временните маркиращи числа.) За 
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всички неоцветени върхове ж преизчислете числата (1(х ) по фор¬ 
мулата 

(3.1) (1{х) = 1 шп{й(ж), (1(р) + с(р,х)} 

(Очевидно се променят само онези с /(ж), за които съществува 
дъга (р,а:), останалите маркиращи числа остават същите.) 

Ако за всеки неоцветеп връх ж, (1(х ) = оо, прекратете проце¬ 
дурата — в графа няма пътища от 5 до неоцветените върхове. 
В противен случай оцветете опзи връх ж, чието число с?(ж) е ми¬ 
нимално. Оцветете и дъгата, влизаща в ж, за която се достига 
минимума от (3.1). Положете р = х. 

СТЪПКА 3. Ако р = I, край на процедурата, единственият 
път от 5 до съставен на оцветени дъги, е НКП между н1, 
В противен случай преминете към стъпка 2. 

ПРИМЕР 3.3. Да се намери с алгоритъма на Дийкстра НКП между 5 и < 
в следния граф. 



Да припомним, че при липса на дъга (и, и), теглото й считаме за оо. 
СТЪПКА 1. Полагаме (1(з) = 0 и сф) = 00 > за всички други върхове. 
Оцветяваме 5 (няма дъги за оцветяване). Полагаме р = з. 

СТЪПКА 2. Но формула (3.1) пресмятаме новите маркиращи числа за 
неоцветените върхове па графа. 

Ф) = шш Ща), А{з) + ф,а)} = тш{оо,0 + 2} = 2, 

ф) = тт{ф), <1(з) + с(з, <*)} = тш{оо, 0 + 3} = 3, 

(1{с) = тт{А{с), й(з) + с(з, с)} = тт{оо, 0 + 8} = 8. 

Излишно е да преизчисляваме останалите маркиращи числа, тъй като остават 
непроменени — в случая оо (проверете). 

Тъй като ^(я) е минималното маркиращо число измежду преизчислените 
чиЗДа, оцветяваме върха а и дъгата ( з,а ). Полагаме р = а. 

II СТЪПКА 3. Препраща ни към стъпка 2, тъй като върхът I не е оцветен. 
СТЪПКА 2. (р = а) 

ОД = гшп{оо, (1(а) + с(а, Ь)} = тт{оо, 2 + 4} = 6, 
ф) = 3, (1(с) = 8, д(1) = оо. 
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3 ^ „рритми за търсене на (гътища 

имал» 0 е числото д(3) = 3, следователно оцветяваме върха д и дъгата 

К)Полагаме р = <*• 

’ СТЪПКА 3. Препраща ни към стъпка 2. 

СТЪПКА 2. (р = Л) 

с/(с) = иип{8, д((1) + с((/,с)) = 1111II {8, 3 + 1} = 4, 

(1(Ь) — гош{6, д(с1) + с((1, Ъ)} = гшп{6,3 + 2} = 5, 

(1(() = оо. 

Минималното от временните маркиращи числа (тези па неоцветените върхове) 
", (Кс) = 4. Оцветяваме върха с и дъгата (д,с). Полагаме р — с. 
е СПЪНКА 3. Препраща ни към стъпка 2. 

СТЪПКА 2. (р = с) 

(/(6) = тт{5, 4 + 3} = 5, 

(1(1) = тш{ос, д(с) + с(с,1)} = тт{оо,4 + 1} = 5. 

Минимално е всяко от числата Л(Ь) = (1(1) = 5. А*о изберем 3(1), ще оцветим 
въпха I и дъгата (с, I). Полагаме р = I. , , , , 

СТЪПКА 3. Край на алгоритъма. Построеното дърво ( 5 , а), ( 5 , )> ( > )> 

на най-кратките пътища, дава и най-краткия (5 - I) път 

(М)« К с )> ( с ’0- 

който е с дължина 3 -|- 1 + 1 =5. . _ г а = 5, вместо вър- 

ТИи Ь)Н,,) дава НКП от » до всеки връ* » графа, в това 
число и (з - I) НКП, а именно 

(я,(1), (3,с), (с,1), 


чипто дължина е 3 Н- 1 Н~ 1 ^ 

Графично, етапите на строене 
показано по-долу. 


па пътя 


може да се илюстрират, както е 



или при 
имаме: 


втория избор, 


когато с1(Ь) приемем за минимално вместо спапа г), 
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КОМЕНТАР И ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА. [ Всеки път, 


когато се оцветява връх (без началния з), се оцветява и точно 
едпа дъга, влизаща в него. Следователно, при изпълнепието на 
алгоритъма в един връх не може да влиза повече от една оц¬ 
ветена дъга. Оцветените дъги (строеният от алгоритъма път) 
не образуват контур, тъй като алгоритъмът пе допуска оцветя¬ 
ването на дъга, чийто краища (върхове) вече са оцветени. От 
казапото следва, че алгоритъмът строи в изходния граф ори¬ 
ентирало дърво с корен във върха 5, състоящо се от оцветени 
дъги. То се нарича ориентирано дърво на най-кратките пътища. 
Единственият път от 5 до всеки връх х на това дърво се явява 
най-краткият път между върховете зил;. Очевидно, ако имаме 
(з - л;) НКП и върхът у принадлежи на този път, то частта от 
пътя между у и х се явява най-краткият път между върхове¬ 
те у и х. (Допускането на противното води до противоречие с 
минималността на (з — л;) пътя.) 

Формулираният алгоритъм много лесно се модифицира, за да 
търси не само НКП между з и /, а между з и всички останали 
върхове на графа, т.е. да построява покриващо ориентирано 
дърво с корен з. За целта в СТЪПКА 3, критерият не трябва 
да бъде дали е оцветен върхът /, а дали са оцветени всички 
върхове на графа (при условие, че в графа се съдържа попе 
едно покриващо ориептирано дърво). 

Малко по-къспо ще дадем обосновка па едпа модификация па 
този алгоритъм, когато разгледаме алгоритъма па Форд. При 
машинна реализация на алгоритъма па Дийкстра, след нолу- 
чавапе дължините па пай-кратките пътища от з до останалите 
върхове, самите пътища могат да се получат с рекурсивна про¬ 
цедура, използвайки формулата 

(3.2) д(х г ) = А(х\) + ф •,&,•), 

къдего х\ е върхът, непосредствено предхождащ х г в НКП. 
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При графи с неориентираии дъги, т.с. ребра, всяко ребро мо¬ 
же Д а се Р азглеж Д а като двойка противоположно ориентирани 
дъги с равни тегла. 

Очевидно (5 — I) НКП ще бъде единствен, когато при изпъл¬ 
нение па алгоритъма пито веднъж не възниква нееднозначност 
при избора па дъга за оцветяване. 

ЗАЛА ЧЛ 3.1. Да се приложи алгоритъмът на Дийкстра за намиране на 


( 5 _0 нкп и следния граф 



Решение: </(.$) = 0, (1(1) = оо, (1(а) = оо. Одпетяпаме върха 5 и полагаме 
р = 5 . Преизчисляваме Т(1) и с1(а). 


с[(а) = тт{(1(а), <1(з) + с(5, а)} = ппп{оо, 0 + 5} = 5, 
(1(1) = т'т{(1(1), й(з) + с(я, 1)} = тт{оо, 0 + 3} = 3. 


Минимално е с1(1 ), следователно оцветяваме пърха I и дъгата ( 5 Д). Край на 
алгоритъма. Пътят ( 5 , 1) е 'НГКП’, дължината му е 3. Това очевидно не е 
вярно, тъй като пътят (. 5 , а), (а, /) е с дължина 5 — 4 = 1 и той е по-кратък. 

И така. от задача 3.1 се вижда, че алгоритъмът па Дийкстра 
не работи добре (т.с. е неприложим) в случаите, когато теглата 
(дължините) па дъгите могат да са и отрицателни числа. 

2 . Алгоритъм на Форд за НКП [16] 

Този алгоритъм е модификация па алгоритъма на Дийкстра 
за случаите, когато някои дъги имат отрицателни тегла. Раз¬ 
ликите се състоят в следното. 

а) В СТЪПКА 2 и а алгоритъма на Форд, по формула (3.1) се 
преизчисляват числата г/(т) пе само за неоцветените вър¬ 
хове, а за всички върхове; 

б) Ако за оцветен връх х се получи намаляване сюииостта 
па маркиращото число ^(т), то оцветяването па върха х и 
инцидентната с него оцветена дъга се снема (игнорира); 
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в) Алгоритъмът спира своята работа, когато всички върхо¬ 
ве са оцветени и след изпълнение на СТЪПКА 2 никое от 
числата с1(х ) не се променя. 


ЗАДАЧА 3.2. Да се приложи алгоритъмът на Форд за намиране (з — I) 
НКП в графа от задача 3.1. 

Решение: д(з) = 0, </(а) = оо, А(1) = оо. Оцветяваме върха з, полагаме 
р = з и преизчисляваме по (3.1). 

й(а) = т1п{^(а), Дз) + с(з, а)} = тт{оо, 0 + 5} = 5, 

А(1) — тт{Д*), (1(з ) + с(з, *)} = тт{оо, 0 + 3} = 3. 

Минимално е <1(1) — оцветяваме върха I и дъгата (з, (). Полагаме р = I. Не 
са оцветени всички върхове, повтаряме СТЪПКА 2. 

Тъй като от I не излизат дъги, всички маркиращи числа остават същите 
д(з) = 0, д(а) = 5 и (1(1) = 3. Оцветяваме върха а и дъгата ( 5 , 0 ). Полагаме 
р = а. Дървото на НКП се състои вече от дъгите (з, I) и (з, а). Връщаме 
се отново към СТЪПКА 2, за да проверим променят ли се маркировките на 
върховете. 


д(1) = ш1п{с/(<), д(а) + с(а, <)} = тт{3, 5 + (—4)} = 1, 

д(з) = тт{б?(5), д(а) + с(а, з)} = тт{0, 5 + оо} = 0. 

Тъй като д(1) се намали от 3 на 1, снемаме оцветяването на върха I и дъгата 
(з,/). Сега вече дървото на НКП се състои само от дъгата (з,и), като един¬ 
ственият неоцветен връх в графа е I. Оцветяваме I и дъгата (а,1). Полагаме 
р = I. Тъй като от I не излизат дъги, величините с?(х) не се променят, а няма 
и неоцветени върхове. Край. 

Най-краткият (з - () път е от оцветените дъги (з,а), (а,*) и дължината му 
е 5 — 4 = 1. 


ОБОСНОВКА ПЛ АЛГОРИТЬМА НА ФОРЛ. Нека процеду- 
рата на алгоритъма па Форд е завършена. Тогава очевидно за 
произволни х и у ще бъде изпълнено 


(3.3) (1(х) + с(х,у)> %), 

тъй като всички върхове са оцветени и маркиращите числа не се 
променят (отрицанието па (3.3) води до снемане оцветяването 
на върха у). 

Да допуснем, че алгоритъмът е приключил своята работа и 
за някой връх у на графа, <1(у ) не съвпада с дължината на най- 
краткия път от 5 до у. Ако има няколко такива върха у , избира 
се този връх у , за който (5 - у) НКП има най-малък брой дъги. 
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Да означим с х предпоследния връх в (з-у) НКП. При поло¬ 
жение, че има няколко такива, за предпоследен връх х се взима 
онзи, за които (я - ж) НКП е с най-малък брой дъги. Генери¬ 
рани го от алгоритъма числа (1{у) задължително са дължини на 
(з - у) пьгища в графа. Допускането, че с1(у ) ис е дължина на 
най-краткия път води до 



(1(у) > (1{х) Д с(х, у) 


(като имаме предвид и избора па х и у). 

Поради (3.3) и (3.4) отхвърляме допускането, с което обос¬ 
новката е завършена. 

Какю беше споменато в началото на параграфа, разглеждат 
с 0 1 |)И осм цикли с отрицателно тегло. При липса на информа¬ 

ция за <. ьщес гвунането на такива цикли, алгоритъмът на Форд 
е в що е приложим, по в процеса на работа трябва да се ” брои” 
колко пъти се оцветява всеки връх. Ако броят на оцветяванията 
нл някои връх сгане п (броя на върховете на графа), се стопира 
работата па алгоритъма в графа има контур с отрицателна 


дължина. 

В противен случай, алгоритъмът след краен брой стъпки за¬ 
вършва работата си и дава НКП. Това наистина е така по след¬ 
ните причини. Пека в графа няма цикли с отрицателна дължи¬ 
на. Тогава щом за върха х, д(х) стане окончателно, в най-лошия 
случай всеки от оставащите върхове може отново (или за пръв 
път) да бъде оцветен само веднъж, преди окончателното оцве¬ 
тяване на един от тези върхове. Следователно никой връх не 
може да бъде оцветяван повече от ?г — 1 пъти. 


3. Алгоритми за търсене на всички НКП. Алгоритми 
на Флойд и Данциг 

Ще бъдат разгледани два сходни алгоритъма за търсене на 
НКП между всяка двойка върхове в графа — алгоритъм на 
Флойд [17] и алгоритъм па Данциг [18] . Както при предишните 
алгоритми, за дължините ще са допустими и отрицателни стой¬ 
ности, като ще предполагаме отсъствието па цикли с отрицател- 
с па дължина (впоследствие ще бъде вдигната и тази забрана), 

о Пека върховете на графа са номерирани с естествените числа 

от 1 до п. Да означим с 6% дължината па НКП между г-тия и 

\\ 7 -тия връх, в който път за междинни върхове се използват само 

\\ някои от първите т върха на графа. Ако такъв път не същес- 

ра твува, ще считаме д'- 1 - = оо. Ясно е, че (Ф-- се явява дължината 

И- 
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на най-късата дъга, съединяваща г и 7 . За всяко г, полагаме 
= 0 - 

Матрицата с размери п X тг, чийто елементи (г‘, 7 ) съвпадат 
с с/™ да означим с О т . Очевидно за изходния граф веднага се 


оп 


неделя матрицата 


Р°. 


ИДЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА (НА ФЛОИД). 


От началната мат¬ 


рица Е° се определя матрицата Е ] , от нея Е 2 и т.н. от Г) п ~ [ се 
определя матрицата И п , даваща всички НКП в графа. Същи¬ 
ната па алгоритъма е следната. Пека са известни: 

а) НКП между връх % и връх т с допустими междинни вър¬ 
хове измежду първите (т — 1 ) върха; 

б) НКП между връх т и връх 7 с допустими междинни вър¬ 
хове измежду първите (т — 1 ) върха; 

в) НКП между връх г и връх 7 с допустими междинни вър¬ 
хове измежду първите (т — 1 ) върха. 

Тогава НКП между г и 7 с допустими междинни върхове из¬ 
между първите т върха, се явява пътят в) или пътят, получен 
от обединението на пътищата а) и б), т.е. 

( Г “ 1 1 ' ,т - 1 


гт 


+ С7 } 

1 гп] У 


ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА (НА ФЛОИД). 


СТЪПКА 1. 


Всички върхове се номерират с числата от 1 до п. Определя се 
матрицата = (^) пХп , където елементът ( 2 , 7 ) е дължината на 
най-кратката (с най-малко тегло) дъга между г и 7 . При липса 
па дъга (г’, 7 ), се полага с1Я — оо, а за всяко г, с??. — 0 . 

СТЪПКА 2. Зя всяко тп Е [1,п] се определят елементите на 
матрицата В т = (^) пХ п чрез елементите па матрицата Е)™' 1 = 

((1 Тп ~ 1 )пхп при използване па рекурсивното съотношение 

V / 


(3.5) 


С = тшК”Г 1 . <СГ 1 +<СГ 1 }- 






ГП] 


Всеки елемент (г', 7 ) на последната матрица О п задава най-крат¬ 
кия път от върха г до върха 7 . 
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ЗАДАЧА 3.3. Да се определи с алгоритъма на Флойд ПКП между върхо¬ 
вете на следния граф. 



Решение: В този граф няма цикъл с отрицателно тегло. Последователно 
пресмятаме елементите на матриците I ) 1 , В 2 , В 3 и В А (СТЪПКА 2 ), като 
преди това определяме елементите на 0° (СТЪПКА 7). 


1 )° = 








1 .) 3 = 


0 

ос 

оо 

3 

0 

оо 

оо 

3 



= 1У 


КОМЕНТАР И 01ЮСИ01ЖА НЛ АМУРИТЬМЛ ПА 'ЪЗРЯЛ: 


1. Тъй като няма цикли с отрицателни тегла и поради (3.5), 

сЩ = 0, за V Л/т 


</”Г 1 = <1 


I РП 


т 
I т 


пп -1 __ дт 
И ( тг ~ ( ^пг > 


V* = 1, 2,..., 77, 


т.е. диагоналните елементи 
освен това при определяне е 
ти ред и т-ти стълб могат ; 
п р еди ши ата м ат р ида I) т ~ 1 . 


могат да не се изчисляват и 
лементите на П т , тези от т- 
1 .а се вземат без изменение от 


2. Пека липсва информация за съществуването па цикли с от¬ 
рицателно тегло. Тогава с малка модификация алгоритъ- 
мз.т па Флойд може да се използва за намиране на НКП 
или установяване наличието на цикли с отрицателно тег¬ 
ло. За целта е достатъчно за Уг = 1, 2,... да се пресмятат 
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(1^. Ако (I™ < 0, го и (7 има цикъл с отрицателно тегло 
съдържат пърха, х г . Край. 13 протинеи случай, алгори- 
тъмът спира, косато пресметне елементите па последната 
матрица 1) п . 

3. Дължината на НКП от г до ] с допустими междинни върхо- 
не измежду първите тп пърха очевидно не надхвърля дъл¬ 
жината на НКП от г до ], ако за междинни се използват 
само първите (т — 1) върха и не надхвърля НКП от г д 0 
2 ако за междинни се използват някои от първите (т — 1) 
върха и задължително върха т. Оттук по индукция следва 
верността па твърдението ”алгоритъмът па Флойд генери¬ 
ра НКП между всички върхове па графа”. 

ЗАДАЧА 3.4 Ла сс определят с алгоритъма на Флойд НКП между вър¬ 
ховете на следния граф. 



Решение: Прилагаме алгоритъма на Флойд, като вземем предвид втора¬ 
та от по-горе направените забележки в коментара, т.е. изчисляваме <1™ при 

т = 1, 2,..., и спираме при получаване на (I™ < 0, което индикира наличието 
на цикъл с отрицателна дължина. 



Тъй като </з 3 = -1, спираме. В графа има цикъ 
Продължаването на процедурата е несъдържателно, 
"НКП” непрекъснато намаляват. 


В графа има цикъл с 


1 с отрицателно тегло, 
тъй като дължините на 


Ще направим още една бележка към коментара на разглеж¬ 
дания алгоритъм. 1 

4. Как ефективно да се определи съставът па дъгите, участ¬ 
ващи в най-кратките пътища? 

Може да се използва следната техника за съхраняване па ип- 
формация за самите пътища (а не само за дължините им). На¬ 
ред с матрицата ^ ^п се поддържа и обновява втора (д х ?г) мат¬ 
рица 0 _ {д —)• 13 началото па матрицата 0^ се присвояват 
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значения 9^ — Х{. В съответствие с (3.5), при изпълнение на 

СТЪПКА 2 от алгоритъма, се изчисляват (актуализират) и еле¬ 
ментите 9^ по следния начин 

при (Г ~ 1 < (Р- 1 + <г~\ 
при (Р" 1 > б? т_1 + б? т_1 . 

^ г ] ггп 1 тп] 

В края на алгоритъма пай кратките пътища се получават не¬ 
посредствено от последната матрица 0 П . Елементът в - указва 

върха, пепосредствепо предхождащ върха х 3 в най-краткия път 
от х г до х 3 . НКП между върховете Х{ и х 3 се дава от следната 
носледователпост върхове 


(3-6) 


Д7П 


Д 777.-1 
0 ’ 


0 


т —1 

771.7 


5 


•••) ^^ 7 ? 31 


където 


0", = С = % = * 


-Ф 


9 п - х- 

"у■> •• • 5 и г1 / — л г• 


Матрицата 0 т дава възможност да се определят и дъгите на 
цикъла с отрицателно тегло, когато (I™ < 0 при някое тп. 

Този метод се нарича вътрешен (вграден) метод и той се из¬ 
ползва, когато предварително се знае, че потребителят изисква 
не само дължините, а и самите НКП (1еп1аИуе теПюд). 

ПРИМЕР 3.4. За графа от задача 3.3 (пж. решението) да се определят 

съответните матрици 0°, 0 1 , 0 2 , 0 3 , 0 4 . 

Решение: 


Г>° = 


Р = И 2 = 


П 3 = И = 


0 

1 

-4 

оо 

0 

2 

оо 

1 

0 

3 

оо 

1 

/ 

1 

-4 

оо 

0 

2 

оо 

1 

0 

V 

4 

-1 

/ 0 

-3 

-4 

[ ОО 

0 

2 

! оо 

1 

0 

\ 3 

0 

-1 



Както беше отбелязано в коментара на алгоритъма (вж. 4), елементите на 
матрицата 0 4 дават номерата на предхождащите върхове във всеки най-кра¬ 
тък път. Например, да определим най-краткия път между връх 4 и връх 2. 









254 


Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


Елементът ^ 2 от дава дължината на най-краткия нът между връх 4 и 
връх 2. Елементът в\ 2 = 3, т.е. в този път, предхождащ за връх 2 е връх 3. 
Елементът 0* 3 = 1, т.е. следващият предхождащ е връх 1. Елементът в\ х = /) 
— край, стигнахме до началния връх на пътя. Следователно, самия най-кра¬ 
тък път (който е с дължина Д\ 2 = 0) е (4,1), (1,3), (3,2). Анализирайте и 
останалите елементи на матрицата 0 4 , т.е. определете най-кратките пътища 
между всеки два върха с помощта на тази матрица. 


ЗАДАЧА 3.5. Да се намерят матриците 0°, 0 1 , 0 2 ,... за графа от задача 
3.4 и с тяхна помощ да се определи цикълът с отрицателна дължина. 

Решение: 

е” = (2 2 2 V 0 1 = ( 2 2 2 У е 3 = (2 2 2 У 

V 3 3 Ч V 3 1 Ч I 3 1 Ч 

От задача 3.4 се вижда, че елементът е2 33 = —1 (вж. решението), следова¬ 
телно в графа има цикъл с отрицателна дължина, равна на (—1), съдържащ 

върха х 3 . Елементът 0 33 = 2, т.е. предхождащ за връх 3, в този цикъл с 
връх 2. Елементът 0 32 = 1, т.е. следващият предхождащ е връх 1. Еле¬ 
ментът #31 =3 — край, стигнахме отново във връх 3. И така, цикълът 
(3,1), (1,2), (2, 3) има тегло (—1). 


Една проста модификация па предложения метод е следната. 
Когато разстоянието между г-тия и ^-тия се подобрява при пре¬ 
минаване през т-тия връх, в О т елементът 9^ става равен на 

т. В противен случай стойността на 9™ остава същата. В този 
случай вместо (3.6), всъщност се ползват формулите 


в ™- 1 , при < (1 т ~ х + (Г- 1 , 

т, при (Г~ х > вД- 1 + (Г~\ 

х 13 гтп ' тз 


В случая разликата в анализа и "прочита” на последната 6 П 
матрица се състои в следното: Елементът 9^ дава връх от (г-]) 

пътя. 3а. разлика от преди, не е задължително този връх да се 
явява предпоследен за (г — у) пътя. 

Ще илюстрираме тази модификация като разгледаме следпия 
граф С: 
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Граф С : 




0 

3 

00 

7 ^ 



1 

1 

1 

1 \ 

п ° = 

оо 

0 

00 

2 

. 

0 ° = 

2 

2 

2 

2 


4 

8 

0 

6 

) 


3 

3 

3 

3 


00 

-1 

-2 

о ) 



4 

4 

4 

4 / 

1 0 

3 

00 

7 \ 

/ 

' 1 

1 

1 

1 \ 


П 


0 = 


оо 0 

4 а 

\ оо —1 
0 3 


оо 2 
0 6 
-2 0 ) 


е 1 = 


2 
3 
V 4 


2 

ш 

4 


2 

3 

4 


2 

3 

4 / 


I) 


оо 


5 \ 


/111 


\ 


]) 


0 = 


1) 


Ш = 


оо 

0 

00 

2 

; © 2 = 

2 

2 2 

< 

2 

, 


4 

7 


0 

0 


3 

1 3 

< 



00 

-1 


-2 

0 у 


V 4 

4 4 

1 
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3 


00 

5 \ 


1 

1 

1 

2 \ 



ос 

0 


00 

2 

0 3 = 

2 

2 

2 

2 



4 

7 


0 

6 

1 

3 

1 

3 

3 



2 

-1 


-2 

0 / 


з 

4 

4 

4 У 


/ 

0 

3 


3 

5 \ 


^ 1 
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± 

2 \ 

0 

1 ° 


т 

2 

; 0 4 = 

4 

2 

4 

2 



4 

0 


0 

6 
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4 

3 

3 


V 

2 

-1 


-2 

0 / 


V 

3 

4 

4 

4 / 


Разстоянието от 2-ри до 1-ви връх е е дължина 4. По 
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ради $21 = 4, следва чо в (2—1) НКП се минава и през връх 
номер 4. Тъй като в = 2, следва че от връх 2 до връх 4 НКП 
е директен. Но Тъй като в ^ = 3, следва че от връх 4 до връх 
1 се минава през връх 3. Тъй като в\ г = 4 и = 3, следва че 
НКП е 2431. 

Освен тази техника за определяне на НКП, предложена от 
Ху [19], съществува още един външен (1егтгпа1) метод , наречен 
така, тъй като се прилага след завършване работата на алгори¬ 
тъма на Флойд. ( При този метод матрицата Б п е вече получена 
и числата (елементите) 9^ се определят с помощта само па мат¬ 
риците Б° и В п . За целта е достатъчно, ако за 

пякое 2, да се положи в г ^ = I. 

Алгоритъм на Данциг за намиране на всички НКП 

Ще изложим още едип, твърде сходен алгоритъм за търсене 
на всички най-кратки пътища. При този алгоритъм по същество 
се извършват същите операции, както в алгоритъма на Флойд, 
но в друг ред. В този случай матрицата Б т , т> 1 е с размери 
тхт (а не п х п, както беше при Флойд), като от матрицата Ь° 

се определя матрицата Б 1 , от нея Б 2 и т.п. от Б п ~ 1 се определя 
матрицата Б п . 

При пресмятане па матриците В т , т > 1 се използват па 
практика елементите на предишната матрица Б т ~ 1 и елементи¬ 
те па матрицата Б°. 


ИЛЬЯ НА АЛ1 ОРИ 7 ЬМА (ПА ДАНЦИГ). Всяка следваща 


матрица 1) т съдържа един ред и стълб в повече от предиш¬ 
ната матрица Б т * (ш > 1). Елементите на В т , които пе са от 
последния ред и стълб се пресмятат точно както в алгоритъма 
на Флойд. Елементите д™ при I — т или ) — тп се пресмятат, 


каго се използват следните съображения. Пай-краткият път от 
връх г до връх т с използване па първите тп върха като меж¬ 
динни пе може да съдържа като междинен върха тп (липсват 
цикли с отрицателна дължина). Поради това, НКП (г - тп) се 
състои от две части. Първата част е НКП (1 — ^) 5 къдсто ] *С т 
и се използват за междиппи първите тп— 1 върха, а втората част 
— най-късата дъга от върха ] до върха тп. 

Аналогично пай-краткият път от върха тп до върха г с из¬ 
ползване па първите ш върха за междинни има също две части. 
П1 Р в ^?,Т ™ па е пай-късата дъга (то,;), ] < тп, а втората част 

КК11 0 — г), в които за междиппи се използват първите ш — 1 
върха. Елементите се полагат равни на пула. 
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ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА НА ДАНЦИГ. СТЪПКА 1- 


Всички върхове на графа се номерират с естествените числа 
от 1 ДО п • Определя се матрицата като елементите й 

са дължините на най-късата дъга от връх г до връх ]. При 
отсъствие на дъга (г ,]) се полага г/9 — оо. 

СТЪПКА 2. За всяко т = 1, 2 ,п се определят съответните 
матрици Б т , чрез В 771-1 и по следния начин. 


(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

( 3 . 10 ) 


</™ = 0 за всяко г и 


<^=гаш <СГ + <СП’ 


<С> = . " 1 ‘ П .Щ ' +^т)> 


С] = . . {<С, + <*?> }> 

^ г=1,2, ...,т —1 


ВСЯКО т. 

при гД = 1, 2,..., т — 1. 
при г = 1, 2,..., 771—1. 

при ^ = 1, 2,..., 771—1. 


ЗАДАЧА 3.6. Да се докаже, че алгоритъмът на Данциг и алгоритъмът на 

Флойл извършват еднакъв брои операции. 

Решение: Уравнението (3.8) се използва и в двата алгоритъма. ^Равне¬ 
нията (3.9) и (3.10) от алгоритъма на Данциг т - 1 пъти повтарят (3.5) от 

алгоритъма на Флойд. 


ЗАДАЧА 3.7. [11 Да се определят с алгоритмите на Флойд и Данциг най 
кратките пътища между всеки два върха в следния граф. 



1 


2 
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Решение: Алгоритъм па Флоид. Елементите на матрица й 1 се опреде л 
но следния начин. 


Я'г 


Щ, = тш{(# ) -, с/п +^ 7 }~ 


11 


1? 

<П 2 

<*13 
^14 
<1 2 1 
$2 
4 3 = 

<#4 = 
<#1 = 
^32 = 

4з = 

<*34 = 

4] = 
4 2 = 
4з — 

<#4 = 


= <#1=0 

= <#2 = 1 
= <#з = 2 

= <#4=1 
= «& = 2 
= 0 

= ПНп{4>3, 
= П11П {^24 > 
= <#1 = 6 
= Ш1П{^°2. 
= 0 

= шт{4, 

= 4 = 0 ] 

ГТ11п{^42, 

тш{4з> 

0 


<#1 + ^ 13 } = тт{7, 2 + 2} = 4 

(1° 1 + <# 4 } = ппп{оо, 2 + 1 } = 3 

^31 + <#2 } = ГП1П {5, 6 + 1} = 5 

4и + <#*} = тт{2, 6 + 1} = 2 


<#1 + ^12 } 
4г + 4з } 


тт{оо, 1 + 1} = 2 
тт{4, 1+2} =3 


Път 

( 1 , 2 ) 


(1,3) 


(1,4) 


( 2 , 1 ) 


( 2 , 1 ), 

(1,3) 

( 2 , 1 ), 

(1,4) 

(3,1) 


(3,2) 


(3,4) 


(4,1) 


(4,1), 

( 1 , 2 ) 

(4,1), 

(1,3) 


/ о 

1 

2 

1 \ 

1 

0 

1 

2 

1 \ 

= I 6 

0 

5 

4 

0 

2 

1 ; о 2 = 

2 

6 

0 

5 

4 

0 

о 

I 1 

2 

3 

Ч 


I 1 

2 

3 

Ч 


В 3 = 


0 12 1 
2 0 4 3 

6 5 0 2 

12 3 0 


/4 


0 12 1 

2 0 4 3 

3 4 0 2 

12 3 0 


Пай-кратките пътища, съответно са: 


0 

( 2,1 
(3,4), (4, Л 
(4.1) 


(1.2); (1,3) 

(3,4), (4,1), (1,2),’ (2,1),(М <| 

(4,1), (1,2); (4,1), (1,3) 


Алгоритъм па Данциг: 



I) 0 = 


0 1 2 1 \ 

2 0 7 оо 

0 5 0 2 

1 ос 4 0 


/ 


; =(+) = (о). 


Елементите на матрицата V 2 пресмятаме с помощта на (3.7) — (3.10) 
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Елементи па. 

15 7 


Път 

^11 

= 0 






Лп 

= тт{Л г 

+ <*? 2 } 

= 0 

+ 1=1 

(1,2) 

^22 

= 0 






& 

II 

3 

юо 

м 

+ ^11 } 

= 2 

+ 0 = 2 

(2,1) 


Следователно за матрицата Н 2 получихме 

[) 2 = ^ 2 Сравнете получената матрица със съответната част на 

матрицата, получена по метода на Флойд. 

Пресмятаме елемсиите на матрицата Н 3 и получаваме 


Елементи на ]У 

Път 

Лз = ГП 1 П { ( 1 \ 1 + ^ 13 , ^12 + ^23 } = Ш 1 П {0 + 2 , 1 + 7 } = 2 

( 1 , 3 ) 

^23 = Ш 1 п {^21 + ^ 13 ) <^22 + ^23 } ~ ГП 1 п {2 + 2 , 0 + 7 } =4 

( 2 , 1 ), ( 1 , 3 ) 

е /31 = ППП {^31 + ^11 , ^32 + ^21 } = ПИП {6 + 0 , 5 + 2 } = 6 

( 3 , 1 ) 

С ^32 = ППП {^32 + ^ 22 ) ^31 + ^ 12 } = т 1 П {5 + 0 , 6 + 1 } = 5 

( 3 , 2 ) 

(Г ]2 = тт{ 4 2 , ^3 + <&>} = тт{ 1 , 2 + 5 } = 1 

( 1 , 2 ) 

г / 2 1 = гшп{<^ 21 ) ^23 + ^ 31 } = Шш{ 2 , 4 + б} = 2 

( 2 , 1 ) 

< 1 3 1 = (/22 = ^зз — 0 ___— 



По този начин получаваме 


I) 


з 


( 0 

1 

2 \ 

1 и н 4 = 

2 

0 

4 ) 


5 

ч 



2 

3 

1 


1 2 
0 4 
4 0 
2 3 



Най-кратките пътища при алгоритъма па Лапциг, т.с. съв¬ 
купността от дъги на най-краткия път, се определят ио външ- 
ния метод, който, както отбелязахме при алгоритъма па Флойд, 
ползва само и В п . Вътрешният метод също може да се из¬ 
ползва, но неговото реализиране при този алгоритъм е малко 
но различно, отколкото при Флойд. За подробности вж. [1]. 
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4. Алгоритъм за търсене на Л-ти по дължина пътища 
между два върха 5 и I 

За краткост първия, втория и т.н. к -тия по дължина път що 
наричаме съответно първи, втори, и т.п. к-ти НКП. В много 
оптимизационни задачи се търси НКП с допълнителни свойст¬ 
ва. Такава задача може да се разглежда като задача за НКП 
с допълнителни ограничения или като многоцелева задача. В 
тези случаи обаче се стига до редица усложнения и много често 
обемът на изчисления е твърде голям. Когато допълнителни¬ 
те свойства са субективни или нестрого формулирани, се оказва 
много по-просто и ефективно да се намерят к- тите НКП и от тях 
да се избере онзи, който притежава търсените свойства. Стига 
разбира се да разполагаме с ефективен метод за намиране на 
к- ти (з — I) НКП. 

Ще предполагаме, че търсим само прости пътища, т.е. пъ¬ 
тища, в които няма повтарящи се върхове на графа (в пове- 
чето практически задачи се търсят прости пътища). Без това 
изискване задачата става доста по-проста - вж. [20], [21] и др. 
Обръщаме внимание на факта, че НКП очевидпо е прост път, 
когато в графа няма цикли с отрицателни тегла, но 2-ят, 3-ят 
и т.н. к- ят НКП не е задължително да бъде прост път (дори 
всички дъги да са с положителни тегла). 

Ше опишем алгоритъма па Йен [22] за намиране па к- те прос¬ 
ти НКП (вж. и [2]). 

Нека Р к = з, х к , х к ,..., х к , I е к- 
тия по дължина път от 5 до 1 Да разгледаме пътя Р к , наречен 
” отклонение от пътя Р к ~ г във върха г”, определен по следния 
начин: Р к е НКП, съвпадащ с Р к ~ 1 от з-тия до г-тия връх, а 
след това отиващ във връх, различен от (г + 1)-я връх на ве¬ 
че построените НКП Р° , ] = 1, 2,..., Л: — 1, които имат същите 
начални подпътища (з - г), както и Р к ~ 1 . Тъй като Р к дос¬ 
тига до върха I по най-късия подпът, несъдържащ върховете 
з, х к ~ 1 (участващи във формирането па първата 

част на пътя Р к ), то следва, че пътят Р к е прост път. 

Първата част па пътя Р к , т.е. иодпътят з, х%, х%,..., х к (съв¬ 
падащ със з, х к ~\ х к ~\..., х к ~ г ) се нарича корен па отклоне¬ 
нието Р к , а вторият подпът х к ,..., I се нарича разклонение па 
Р к . Коренът на Р к се бележи с Я к , а разклонението — със 5 к . 


И ЛЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА. 







Алгоритъмът намира най-напред Р 1 , т.с. НКП, като използва 
някои от разглежданите вече алгоритми. Този път и всички ос¬ 
танали к- ти НКП се съхраняват в един списък То- Пътят Р 
най-общо се намира след намирането на Р 1 , Р 2 ,..., Р к ~ 1 • 


ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ЙЕН [2]. 


СТЪПКА 1. 

Намерете Р 1 . Положете к = 2. Ако пътят Р 1 е единствен, вклю¬ 
чете го в списъка То и преминете към СТЪПКА 2. Ако същес¬ 
твуват пяколко такива пътища, но по-малко от К, включете в 
списъка Т 0 един от тях, а останалите в списъка Т\ и премине¬ 
те към стъпка 2. Ако броят па НКП Р 1 е поне К , спрете 


задачата е решена, край. 

СТЪПКА 2. Намерете всички отклонения Р к на (к- 1)-я НКП 

рк - 1 П р И г = 1, 2,..., Чк-1, изпълнявайки за всяко г стъпки 

3 — б. с 

СТЪПКА 3. Проверете съвпада ли подпътят, образувай от 

първите г върха на Р к ~\ с подпътя, образуван от първите г 

върха па всеки от пътищата Р ; , ) = 1, 2,..., к - 1. Ако е 

таза за теглото па дъгата (х к ~\х{ +1 ) положете (1(х- \я- +1 ) = 

оо. В противен случай не променяйте нищо и преминете към 

стъпка 4. ттъ-гт 

СТЪПКА 4. С алгоритъма за намиране на НКП намерете 


най-краткия път 8 к от х Г* Д° *, като изключите от разглежда¬ 
не върхопете з, х к 2 ~\ х к 3 -\..., х*- 1 . Ако тези пътища са няколко 

— вземете един от тях. пк г к-1 к -1 

СТЪПКА 5. Постройте Р к , т.е. съединете Щ - (5, х 2 , х 3 , 


х к ~ 1 ) със 8 к и съхранете Р к в списъка Ь\ . 

СТЪПКА 6 . Заменете теглата на дъгите, които са измене¬ 
ни в стъпка 3 с първоначалните им значения и се върнете на 

стъпка 3. Т 

СТЪПКА 7. Намерете най-кратикя път в списъка Ъ\ и го 

обозначете с Р к . Преместете го в списъка Ь 0 . Ако к = К, край 
па алгоритъма. В То се съдържат търсените А -ти НКП. 13 про¬ 
тивен случай, т.е. ако к < А', положете к = к+ 1 и се върнете па 
стъпка 2. Ако в Ь\ има Н на брой НКП (т.е. повече от един), 
то поместете в Ьо всеки от тях и продължете, както е указано 
по-горс, докато броят на пътищата в То не стане поне А. 


ЗАДАЧА 3.8. Командирован трябва да пътува със самолет от град ] до 
град 6 за възможно най-малко часове (по здравословни причини например), 
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като полагащите му се п заповедта командировъчни са в рамките па $200. 
Възможните маршрути са илюстрирани със следния граф. 



Първите тегла на всяка от дъгите са продължителността на полета, а вто¬ 
рите тегла — цената на полета. Да се намери НКП, който трябва да избере 
командированият, без да надхвърля лимита за пътни разноски. 

Отг.: Пътят е: (1,2), (2,4), (4, 6) — 7 часа, $200 или 
(1,2), (2,5), (5, 6) — 7 часа, $180. 


КОМЕНТАР И ОБОСНОВКА ПА АЛГОРИТЪМА (ПА ЙЕН). 

Както вече споменахме, пътищата, които алгоритъмът строи, 
са прости. Пътят Р к трябва да бъде отклонение на г-тия 
етап (г > 1) от един от пътищата Р 1 , Р 2 ,..., Р к ~ 1 . Ето защо 
е необходимо да се построят най-кратките отклонения от всеки 
от горните пътища Р 3 и от тях да се избере най-краткото отк¬ 
лонение. То всъщност ще бъде пътят Р к . Това точно прави и 
даденият алгоритъм. 

Обърнете внимание, че при /с-тата итерация всички най-крат¬ 
ки отклонения от Р 3 , ] = 1, 2,..., к - 2, вече са включени в спи¬ 
съка Г\ и е достатъчно да се намери само едно отклонение от 
Р к ~ 1 , което да се включи в наличния списък. 

Смяната на теглата в СТЪПКА 3 се нрави с цел да не се по¬ 
лучи отново Р 3 като отклонение в точка г от пътя Р к ~ 1 . Това 
е възможно, тъй като при ф < к - 1 теглото па пътя Р 3 не над¬ 
хвърля теглото па пътя Р к С Смяната на теглата гарантира 
отсъствието на тази възможност. 

Изпълнявайки СТЪПКА 5 на алгоритъма, всеки породен път 
Р к се включва в списъка Г\. Тогава очевидно на А>тата итера¬ 
ция този списък ще съдържа пе повече от К - к + 1 най-кратки 
отклонения Р к . 

Изложените до тук методи за търсене на НКП се отнасяха 
за произволни графи. Много често в практиката се налага да 
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се търсят НКП за ориентирани и ациклични графи, при които 
горните методи разбира се са също приложими, но се явяват 
т пърде неикономични и тромави. За ориентираните ациклични 
а фи съществува значително по-ефективен алгоритъм за нами¬ 
ране на НКП. По-късно ще разгледаме един такъв алгоритъм 
(вж. параграф 6). 

5. Задачи, свеждащи се до търсене на НКП път с 
наЙ-голяма пропускателна способност и най-надежден път 


Път с най-голяма пропускателна способност 


ПРИМЕР 3.5. Да разгледаме мрежа от мостове между различни пункто- 
Известна е пропускателната способност на мостовете, свързващи всеки 
яла пункта. Да се определи максималното количество, което може да бъде 
пропуснато между пунктовете 5 и I в разглежданата мрежа (еднократно). 

Очевидно могат да бъдат формулирани редица задачи, ана- 
лози ня разглеждания пример. 

Ако на върховете на графа С съпоставим дадените пункто¬ 
ве а дъгите и техните тегла са съответно мостовете и тяхната 
пропускателна способност, то очевидно проблемът се свежда до 
следното: Да се намери такъв път между върховете з и I, в кои- 
то дължината на най-късата дъга е максимална. 13 досегашните 
задачи за търсене на НКП, дължината па пътя се определяше 
като сума от дължилите на участпащите в пего дъги. В 
горитмите за намиране на НКП беше използвана трицветната 
операция (3.5), чието приложение п-пъти към «атри.шта па ;^ 
лата даваше матрицата, определяща дължините на НКЩ Тази 
операция се янява частен случаи на една по-обща тримс 
операция: 


= 0Р[<% 


1ТТ1 — 1 1 

5 и гт 




тз 


(3.11) 

където ,1 е функция, подлежаща на оптимизация, а ® е някак¬ 
ва обща онерация. Очевидно задачата за намиране на II П 
и задачата, формулирана н пример 3.5, са твърде сходни и за 
решаването им може да се използват едни и същи алгоримти. 
Различието ще се състои само в това, че операциите събиране 
и търсене на тш в 3.5 трябва да се заменят съответно с опера¬ 
циите търсене на ош и търсене па шах. Освен това, ако в алго¬ 
ритмите на Флойд и Ланциг заменим само операцията събиране 
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с операцията търсене на гшп, очевидно съответпите модифика¬ 
ции на алгоритмите ще генерират нът с минимална дължина на 
най-късата дъга (път с минимална пропускателсна способност). 

Много често задачата от пример 3.5 се нарича задача за 
"тесните места”. Прилагането па алгоритмите на Флойд и Дан- 
циг за решаване на задачата за тесните места се извършва след 
като всички елемепти на матрицата съответни на липсващи 
в графа дъги се положат равни па — оо (диагоналните също). 


ЗАДАЧА 3.9. Да се докаже, че пропускателната способност на пътя с най- 
голяма пропускателна способност от 5 до I е равна на 


гошГ 

К \х 


шах (^о)], 
г,ху)ек 


където К е (з — <)-разрез в множеството от дъги. 


По-късно, когато разглеждаме потокови алгоритми (алгори¬ 
тъм на Форд -Фалкерсон за максимален поток), ще видим, че 
тази задача се явява мипимаксен вариант на теоремата за мак¬ 
симален поток и минимален разрез. 


ЗАДАЧА 3.10. Да се определят пропускателните способности на пътища¬ 
та в мрежата 


Решение: 



п / ~°° 

7 

5 

= [ -оо 

— оо 

8 

1 -00 

— оо 

—оо 

о / “°° 

7 

7 

В 2 = [ -оо 

—оо 

8 

1 —оо 

—оо 

—оо 

Най- наде жден 

ПЪТ 



Д 1 = 


Г> 3 = 



7 

-оо 

-оо 

7 

-оо 

-оо 



Да разгледаме сега задача, при която теглото а г] на дъгата 
(х г ,х 3 ) представлява нейната надежпост, т.е. вероятността дъ- 
I ата да съществува в графа или в случаите на физичеси системи 
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.— вероятността тя да се намира в работоспособно състояние. 
ПоД надеждност на пътя Р от з до /, се разбира 

(3.12) «(/’)= Д а г] . 


Проблемът да се намери най-надеждният път от з до /, може да 
се сведе към задачата за търсене на ($-2) НКП, вземайки в ка¬ 
чеството на тегло о? г у за дъгата (ж г -,ж ; ) величината с? г у = — \о^ац- 
Дко логаритмуваме двете страни на (3.12), ще получим 


1 §«(Р)= Е 1во« = - Е 

(х,,х_,)еР (х,,х ; )еР 


Оттук се вижда, че (з — I) НКП с матрипа на теглата (с^у) ше 
бъде в същото време и най-надеждният път с матрица (а,у), а 
падеждността па п г ьтя ще бъде аптилогаритъмът от пеговата 

дължина. 

Но-общо, ако теглото на всяка дъга е пякакво реалпо число, 
паречепо коефициент на усилване на дъгата, и под коефициент 
на усилване на пътя се разбира произведението от коефициен¬ 
тите на усилване па пеговите дъги, е ясно, че с непосредствено 
използване на триместната операция 

(3.13) а™ = тах{а 1; , « 1га .а т] } 


можем да търсим път с максимален коефициент па усилване, 

използвайки алгоритмите на Флойд и Дашиг. т ^ЛткоеАипи 
татъчно дължините па дъгите на графа да с штамс за К0С Ф™1И 
онти па усилване в съответната дъга и в алгоритмите за НКП, 

оттрпаттиито събиране и търсене на минимум да заменим съот- 
оиерациите съ Р и хърС епе на максимум. Както 

петно с операциите У“ п °НКП не може да бъде решена при на¬ 
паданата за търсене на НКП н изхо диия граф, така и 

личие на цикъл с отрицателна дьлтш „ лоАнп ' ия „ гип 

задачата за намиране на път с максимален коефициент па усил¬ 
ване „е може да бъде решена, ако съществува цикъл с коефипи- 

пт 1 (Минавайки през такъв цикъл 
ент на усилване по-голям от 1. тшттпл ‘ м тт _ .. тт _ 

неограничен брой пъти, ще се формираг нспрости > щ 

огрниичено голям коефициент пя усилван ) 

Ясно е че ако търсим път с минимален коефициент на усил¬ 
ване . е достатъчно в (3.13) операцията търсене на максимум да 
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се замени с търсене па минимум. Аналогично задачата за тър- 
сспе на път с минимален коефициент па усилване е нерешима 
ако в изходния граф съществува цикъл с коефициент на усил¬ 
ване, по-малък от — 1. (Наличието на такъв цикъл позволява 
неограничен брой пъти да се минава по този цикъл и така да 
се получават непрости пътища с произволно малък коефициент 
па усилване.) 

Най-общо алгоритмите на Флойд и Данциг могат да бъдат 
модифицирани, като използуваните в тях операции събиране и 
търсене на минимум се заменят и с други операции, при съ¬ 
ответната интерпретация па дължините на дъгите па изходния 
граф, като но този начин се намират оптимални пътища и в друг 
смисъл (вж. [1] и [2]). 

2.4. Сложност на алгоритми и задачи 

Да разгледаме оптимизационната задача 

(4.1) ЦХ) шах (гпш), където X е В. 

1 ъй като областта В, в която се търси екстремумът на целева¬ 
та функция Ь(Х), е най-често множество с краен брой елементи, 
задачата по принцип е решима. Пълното изброяване на елемен¬ 
тите па В гарантира намирането па решение. Това твърде често 
не само е неефективно, но и прави невъзможно получаването на 
решение в реално време. 


П1 ИМЕР -1.1. (Задача за търговския пътник) Съществуват п на брой гра¬ 
да и са известни разстоянията между всеки два от тях Ц, &А е разстоянието 
между 1-1 ия и дтия град). ] ърговец трябва да намери затворен маршрут 

разстояние ИКИ ГРад Т0ЧИ ° П ° ВедПЪЖ така - ** Да измине минимално 


Всички циклични пермутации тг, състоящи се от тг обекта ще 
представляват маршрут, ако интерпретираме тгГЛ като град’по- 

сещавап след г Р а Д а 7> 7 = 1, 2 ,..., п, като за дължината на л ще 
имаме 



в голи случай методът на пълното изчерпвапе е приложим — 
намират се всички маршрути, изчислява се тяхната дължина 
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^^о жпо^ иа алгоришзш » ;юдачи 

и се избира най-краткият. Броят па тези маршрути (обхож¬ 
дания)} преминаващи но веднъж през всеки от тези п града е, 

ОИЛ 

' 2 

решаването па една конкретна задача от този тип изисква 
около п\ елементарни команди (стъпки). Лори при п « 50 ше 
б ъ дат необходими милиони години за получаване иа това ” ре¬ 
шение’ на задачата. Следователно целта е да се намерят ефек¬ 
тивни (бързи) алгоритми. Въпросът е и: ” Дали за всяка опти¬ 
мизационна задача съществуват такива алгоритми?” 

Р този параграф съвсем накратко без претенции за изчерпа¬ 
телност ще разгледаме някои въпроси, свързани със сложността 
па алгоримтите и задачите, които те решават. 

Да означим с Р ( ргоМет ) някаква оптимизационна задача, от 
типа (4.1). Всяка такава задача се характеризира с някакви 
параметри — коефициентите па целевата функция Ь(Х) и кое¬ 
фициентите па ограниченията, определящи 1). Задачата има и 
размери, които са някаква функция д на параметрите й. При 
оптимизационни задачи Р върху граф С = (С, А) размерите са 
обикновено (1(\У \) или пък д(\У\, |А|). При задачата на линей¬ 
ното оптимиране очевидно (1 = с1(тп,п), където гп е броят на 
ограниченията, п е броят на променливите. 

Да разгледаме следната задача: 

Р : Ь(х и х 2 ,хъ) = С\Т\ + е 2 х 2 + с 3 х 3 -> ппп (шах) 

П\\.Х 1 + ( 1 \ 2 -Х 2 + 013 .Ж 3 < Ь[ 

^ I „ч о 2 ].х\ + а 22 .х 2 + а 23 .х 3 < Ь 2 

а 3 \.х\ + и 32 .х 2 + 033.2:3 < 63 

хи х 2, *з > 0 . 

Ако зададсм конкретни стойности па коефициентите в Р , ще по¬ 
лучим една конкретна (индивидуална) задача р. 

Да означим с /^(с/) лшозюеството от всички индивидуални за¬ 
дачи от тип Р с размери д. Ако р Е Р(д) и АЬО е алгоритъм 
па решаване на р , под слоленост на АРСг за решаване на р ще 
разбираме броя операции (събиране, умножаване, прис вояване, 
сравняване и др.) ? необходими за пълното решаване на задачата 
V чрез А1С. Сложността на алгоритъма ще бележим с 


Яз) 


сотркхйу (. АЬС , р). 
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Ако АЬС е алгоритъм, който решава всички индивидуални зада¬ 
чи от типа Р, под сложност на АЬС за решаване на Р с размери 
с1 .!, ще разбираме числото 



сотр1ехйу ( АЬС , Р) = шах сотр1ехИу (АЬС,р). 

реРС) 


Ако с АЬС(Р) обозначим множеството на всички известни ал¬ 
горитми за решаване на Р с размери д, под сложност на Р 
(сложност на задача) разбираме числото 


(4.5) 


сотр1ехйу (Р) = тт 

АЬС^АЬС(Р) 


сотр1ехйу ( АЬС,Р ). 


Сложността на един алгоритъм АЬС за решаване на конк¬ 
ретна задача р може да се определи чрез изброяване на извър¬ 
шваните операции. Сложпостта на АЬС за решавапе па Р е 
по-трудоемък процес, който използва (4.4), и този процес за¬ 
виси от задачата Р и алгоритъма АЬС. При задачата (4.2) 
стойностите на (4.3) и (4.4) не се различават съществено. 

От казаното следва, че сложността на един алгоритъм е чис¬ 
ло, еднозначно свързано с него. Не така стоят нещата, когато 
определяме сложността па Р (сложност на задача). Тази оцен¬ 
ка има субективен характер, тъй като не е ясно дали познаваме 
всички алгоритми, решаващи проблема Р. Дори да предполо¬ 
жим, че познаваме всички алгоритми, няма гаранция, че няма да 
бъде открит нов алгоритъм, които да промени оценката (стой- 
постта на минимума в (4.5)). 

Задачите, както и алгоритмите за тяхното решаване, обикно¬ 
вено се сравняват помежду си чрез понятието сложност. Тъй 
като при задачи с малки размери пълното изброяване па всич¬ 
ки варианти е практически възможпо, то интерес представлява 
асимптотичното поведение па сложността, когато размерите д 
на задачата Р растат неограничено. В случаите па голяма раз¬ 
мерност реално приложими са алгоритмите с най-малка слож¬ 
ност. 


При изследване скоростта па нарастване на сложността като 
функция па размерите на задачата, се използва следният символ 
на Ландау. Нека /(л) и д[п ) са функции, дефинирани в множест¬ 
вото на естествените числа, получаващи положителни стойнос¬ 
ти и 


Нш /(п) = Игн д(п) = +оо. 

Т1 —►ОО П—► ОО 7 


Означаваме /(п) — 0(д(пА точно тогава, когато съществува кон¬ 
станта с > 0, така че Дп) < с.д(п), за всяко п. Символът на 




I Сложност иа алгоритми и задачи 
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Ландау има следните свойства: 

а ) 0(/(п)) + 0(/(п)) = 0(/(п)); 

б) 0(/(п)).0(д(п)) = 0(/(п).д(п))- 
») 0(0(/(п))) = 0(/(„)) ; 

г) О(с.Дп)) = 0(/(п)), с > 0; 

д) 0(п р + п») = 0(п р ), при) р > д > 0; 

е) 0(п р ) + (Дл 5 ) = 0(п р ), при) />></> 0; 

ж) 0(1) < с, с > 0. 

Използва се и следното означение 

Дп) = П(#(п)), 

ако съществува константа с > 0, така че /( п ) > с.д{п) за доста¬ 
тъчно големи п. 

С други думи, при сравняването иа скоростта на нарастване 
на две функции /(п) и д{п ), получаващи неотрицателни стойнос¬ 
ти, са удобни следните означения: 

1{п) = 0(д(п)) <=> 3с, по > 0, такива че за Уп > По 

/(тг) < с.д{п) 

/(п) = П(#(?г)) <=»> Зс, по > 0, такива че за Уп > г?. 0 

/0) > с.#(п) 

Очевидно /(п) = 0(<у(п)) тогава и само тогава, когато д(п) = 
0(/(п)). Символите 0(д(п)) и П(#(та)) се четат съответно "поря¬ 
дък, не но-голям от #(п)" и "порядък, не по-малък от д(п)”. 

Ако сложността иа един алгоритъм е 0(д(п)), казваме, че ал¬ 
горитъмът "изисква" време ог порядък д(п). 

По аналогичен начин се дефинират символите 0(д(п1, ..., п*)) 
и пь)) за функции на повече променливи. 

Определената с помощта на тези символи сложност, се на¬ 
рича времева сложност за разлика от сложността по памет , 
която определя обема памет, използвана от алгоритъма, като 
Функция на размерността иа задачата. 

Записът }{п) = 0(д(п)) не трябва да се схваща като равен- 
стц о. Например от /(п) = 0(д(п)) и /*(п) = 0(д(п)) не следва 
1{п) = Н(п). 

Освен това се пише 


Дп) = 0 (д(п)), 
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ако съществуват константи сис', така че с.д(п) < /(п) < с' .д(п) 
за достатъчно големи п. 

Реладилта р, дефинирана чрез 

Дтг) р д(п) & /{п) = в(д(п)), 

очевидпо е релация на еквивалентност, т.е. е рефлексивпа, си¬ 
метрична и транзитивна. Като такава тя разбива множеството 
от функции на нспресичащи се класове на еквивалентност. Кла¬ 
сът, съдържащ /( 71 ), т.е. множеството от всички фупкции 77 ( 71 ), 
такива че /( 71 ) = 0 ( 77 ( 77 )), се нарича скорост па нарастване на 
/(тг). С други думи функциите от класа на еквивалентност имат 
едно и също асимптогично поведение. 

С помощта па понятието скорост на нарастването на слож¬ 
ността на алгоритъма, може да се направи оценка за изискуемо¬ 
то време. Пресмятайки броя елементарни стъпки (аритметич¬ 
ни операции, сравнения и т.п), необходими за изпълнение на 
алгоритъма, предполагайки че всяка операция изисква едини¬ 
ца време, можем, оценявайки сложността, да казваме например, 
"изискуемо време 0(тг 5 )”. 

С други думи, под стъпки на алгоритъма се имат предвид 
командите за пренос па думи от памет във буфер и обратно, 
аритметичните операции събиране, изваждане, умножение и де¬ 
ление, условните преходи, операциите вход-изход и косвената 
адресация. 

Ясно е, че при тази дефиниция за стъпка на алгоритъма, 
сложността ще зависи от вида на машинните команди. На прак¬ 
тика обаче, по-важна е нс точната сложност па алгоритъма, 
а неговата асимптотична сложност, т.е. да можем да опреде¬ 
лим приблизителната скорост на увеличаване стъпките на ал¬ 
горитъма, когато размерността па задачата неограничено расте 
(презумпцията е, че обемът на паметта е неограничен и всяка 
клетка от паметта може да съдържа произволно голямо цяло 
число). 

Нека задачата Р с размери д има според (4.5) оценка па слож¬ 
ността Ако /(с/) при големи стойности па (I е огра¬ 

ничена от полином па б/, се казва, че Р е задача с полиномна 
сложност. Аналогично се дефинира и алгоритъм с полиномна 
сложност. Класът на всички задачи с полиномна сложност се 
бележи с V. 

Когато Р Р, се казва, че задачата Р е с експоненциална 
сложност^ Класът на задачите с експоненциална сложност се 
бележи с V. 
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IIо аналогия, ако в оценката П( 
а1 горитъм функцията /(,/) „о Л Ц ^ сложността на един 
1ТЯ ,/ гп ' ' ( ( 01 рапичена от полином при иа- 

Р а( * Тнктнт (' е пг Л ’ Ч ° ал<>() 1 )и1тмг,т е е експоненциална слож- 
п0 „п. акапа «сложността па симплекс, метода например. 

/1 /^//1 //1. /. /. К я к ц я о сло/Н 11 ог ,г г г г*^ »» Г1 > . 

а ]1а алгоритмите (задачите) със следните 

оценки. 7 

а) 0(п>) б) 0(2") „) 0(п.З") 

г) 0(п1вл) д) 0{пу/п ) е ) 0 ( 71 100 ) 

а.) полиномна б) експоненциална ») експоненциална 
I) полиномна д) полиномна е) полиномна 


Да раи 

гледаме 

следните 

таблици ([23] и 

[13]): 


п 

сотр1 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

71 

0,00001 

0,00002 

0,00003 

0,00004 

0,00005 

0,00006 

7 1 2 

сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

0,0001 

0,0004 

0,0009 

0,0016 

0,0025 

0,0036 


сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

! 77 3 

0,001 

0,008 

0,027 

0,064 

0,125 

0,216 


сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

сек 

7 1 5 

0,1 

3,2 

24,3 

1,7 

5,2 

13,0 


сек 

сек 

сек 

мин 

мин 

мин 

2 п 

0,001 

1,0 

17,9 

12,7 

35,7 

366 


сек 

сек 

мин 

дни 

год. 

века 

3* 

0.059 

/ 

58 

6,5 

3855 

2 х 10 8 

1,3 х 10 13 


сек 

мин 

год. 

века 

века 

века 


Таблица 4.1 


1 --- 

сложност 

на съвреме¬ 

па 100 пъти по- 

и а 1000 пъти по- 


нен компютър 

бърз компютър 

бърз компютър 

п 

Ь 

100 Й! 

1000 й, 

п 2 

(1 2 

10 й 2 

31,6 й 2 

7? 3 

^3 

4,64 й 3 

Ю й 3 

п ;) 

<и 

2 , 5 <и 

3,98 й 4 

2 п 

<к 

Й 5 -Ь 6,64 

й 5 + 9,97 

_ _3" 

<к 

(1а + 4, 19 

г/г> Т 6,29 


Таблица 4.2 
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Времената, дадени н тези таблици, се отнасят за компютър 
със скорост 10 6 операции и секунда. 

При малки размери, например 7?, = 10 и п = 20 е възможно за 
по-сложни задачи да е необходимо по-малко време (вж. п 5 и 2 П 5 

и З 71 при п = 10, както и п 5 и 2 71 при п = 20). 

Нарастването на размерите обаче при задачи с експоненци¬ 
ална сложност води до ”неудържимо” нарастване на времето 
(табл. 4.1). 

В таблица 4.2 е дадено как влияе мощността на компютъ¬ 
ра върху размерите па задачите с различна сложност, реши¬ 
ми за един час. Оказва се, че колкото задачата е с по-голяма 
сложност, толкова по-малко компютърното бързодействие вли¬ 
яе върху размерите на задача, която може да се реши за 1 час. 

При задачи с полиномпа сложност увеличението е ”пъти” 
(мултипликативна константа), докато при задачи с експоненци¬ 
ална сложност увеличението е с адитивпа константа (вж. пос¬ 
ледните два реда на таблица 4.2). 

Ето защо алгоритмите (задачите) с полиномпа сложност се 
смятат за ”добри”, докато тези с експоненциална сложност се 
считат за ”лоши” (трудоемки). 

Разбира се, една задача със сложност 0(п 50 ) не е практи¬ 
чески решима за големи стойности на п. Статистиката показва 
обаче, че много често за задачите от класа V се намират нови и 
ефективни алгоритми за тяхното решаване. Не така стоят неща¬ 
та при задачите с експоненциална сложност от класа V. Освен 
това, практиката сочи, че ако е известен класът на сложност 
па една задача, това дава добри насоки какъв алгоритъм да се 
търси за нейното решаване (особено в областта на дискретното 
оптимирапе). 

Ла се върнем отново на задача от типа (4.1), т.е. 

Р : Ь(Х) шах (тшп), където X е Р. 

Казва се, че имаме: 


оптимизационен вариант на Р, когато целта е да се намери 
6 Р, за което Ь(Х) достига максимум (минимум); 

' ^Т1 €ЛеН вариаНТП Ма , Р ’ КОГато се търси само стой¬ 
ността на този максимум (минимум); 

- разпознавателен вариант на Р, когато се търси само отго¬ 
вор на въпроса ”дали съществува X Е Р, така че IXX) < I, 
където Ь е цяло число”. ' ' 
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Очевидно решаването пя пп^», 

решаване на останалите два ""■ а11ИО| " шя вариант води до 


да 


( > и ., Пр —г ,,и “‘ "«■ ‘ е Г иишш^ 

се получи решението на изчи.-литсл 1 ™.. н "' Ь:шож, “ > от тго да 

на последните дпа варианта па /' г! риа " т ' <)т Роенията 
решението па оптимизационния ва иш т’„'Г “° Ж ° ™ “ ПОЯуЧ * 


отговор 


1. Някои класове на сложност 


яр, ярс, ярх и ят 


к ДП\'1пил' аЧа 3 ? Разпознаване Р принадлежи на класа 
* штившту 111118 \° * ^Упопипа!), когато за всяка конкрет- 
‘ ДИВИД У алпа ) за Д а ча с решение ”да”, проверката за 
верността на това се извършва след полииомно ограни¬ 
чен брои операции. 


а) Задачата на линейното онтимиране (канонична форма) 
както отбелязахме в глава /, е: 


71 

Р • Р(Х) — с ] х з ~> тах (тш) 

7=1 


при ограничения 


а г Д = Ь{, г = 1, 2,..., т, 

7 = 1 

Х 2 Р. ^ 5 ] — ^ 1 2 , И. 

Ла разгледаме нейния разнознавателен вариант, т.е. ако /, о 
Дадена константа, съществува ли X , така че ;;а са изпълнени 
ограниченията АХ = В и СХ < Р (векторен запис). 

21а разгледаме произволна конкретна задача р с отговор (ре¬ 
шение) ”да г . За да се провери верността на това, трябва да се 
пресметне СХ (скаларно произведение) и да се провери дали 
^ У ^ Р — необходими са 2п операции. Като вземем предвид, 
1( ' !рябва да се провери и принадлежността па X към дефини¬ 
ционната област, т.е. АХ = В , X > 0, ще получим окончателно 
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оценката 0(тп ) действия. Следователпо за задачата на линей¬ 
ното оптимиране Р, разглеждана по-горе, имаме Р Е МР. 

б) Ла разгледаме следната задача Р: Вярно ли е, че в пъл¬ 
ния нсоринетиран граф с п върха, с дадени дължини па ребрата, 
всички обходи на търговския пътпик от пример 4.1 имат дъл¬ 
жина по-голяма или равна на Ь, където Ь е дадепо положителпо 
число? 

Ако отговорът е ”да”, проверката за верността му налага да 
се образуват всички такива обходи — (п - 1)!/2 на брой, т.е. 
необходими са експоненциален брой действия, следователно, за 
тази задача Р имаме Р ф МР. 

Класът МР не е празен и очевидно всяка задача с полипомна 
сложност се съдържа в него, т.е. Р С МР. За много от задачите 
в класа МР е съмнително обаче дали са с полипомна сложност. 
До сега не е доказано пито равенството Р = МР, пито неравенс¬ 
твото Р ф МР. 

Предполага се, че Р ф МР, по това, както и противоположно¬ 
то твърдение, може да се окажат педоказуеми. 

Да разгледаме сега две задачи Р\ и Р% от типа 


Ь г {Х) -> тах(тт), г = 1, 2, 

X 6 Д 


и означим с Р г ((1 г ) множеството от всички индивидуални задачи 
от вида с размери с^. За всяка задача р от това множество, 
със § г (р) ще бележим множеството от допустимите й решения и 


й№№)) - У 8г(р). 

Р€Р,А) 
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Казваме, че задачата Р\ полипомпо се трпнсформиро 
в /3, когато съществува функция / : 7\(г/]) —> / 2 (^ 2 )? за 
която: 

1. Пресмятането стойностите па / става след полиномеп 
брой операции; 

2. За всяка задача р { е Р\{с1\) и р 2 = ф(р\) са изпълнели 

а) ако 5 2 (р 2 ) = 0, то и ^(/ц) = 0; 

б) ако 5 2 (р 2 ) ф 0, то съществува функция г; : Х 2 (-Р 2 №)) 

)), стойностите па която се пресмятат след поли- 
номно ограничен брой действия и освен това 


Л Г 1 = д(Х 2 ) VI х 2 е 5 2 {р 2 ) => Х\ Е 


Топа. че 1\ полипомно се трансформира в Р 2 , ще бележим с 

1\ IX Рг- 

ПРИМЕР '1-2. Да разгледаме стандартната и каноничната задача на ли- 
нейното оптимиранс 


р . Г ЦХ) - шах (гот) р 
т ■ | ЛА Г < В, X > 0 и 2 


Очевидно Л х Р 2 , тъй като 


/ 


Г Ь(Х) — шах (пил) - 

: АХ < В , X > 0 въвеждане на 

допълп. пром-ви 

и след решаване на Р 2 имаме 


Ь{Х) —► шах (тш) 
АХ = В, Х>0. 


„ Г Ь(Х) —>• тах (гп 1 п) 

Р2 : 1 Ла + У = В, X, V > 0 


Р 2 няма решение 

Р 2 има решение (А", У) Е Л п + гп 


игнориране на 
допълп. промий 


Р\ няма решение 
Р\ има решение X Е Я п ■ 


Ще изложим схематично доказателствата на следните три те 
орем и [13]: 

> ТЕОРЕМА РЕ Ако Р\ х Р 2 и Р 2 Е Р, то и Р х Е V. 

Доказателство: Следва от схема!а 


Р 


I 


0 ( 01 ) 


А 


решима с 
оценка 0( 2 ) 


Х 2 Е Р 2 { ^2) 


-> У 


0(0 з) 


А', 6 Р Х (Л Х ), 


къдсто 0, са полиноми. Следователно| решението А', на 1\ се 

получава след 0(0) = 0(00 + О(0 2 ) + 0(0 з). <1 
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> ТЕОРЕМА 4.2. (трапзитивност) Ако Р\ х Р2 и Р 2 х Р 3; то 

Р\ х Р 3 . 

Доказат елство: Следва от схемата по-долу: 

1 = /2/1 

1 


/1 


х\ 6 5 ] 

1_ 


91 


Р2 

I 


/2 


92 


~Рз 

I 


х 2 € 82 "- Х 3 Е 8 


д = д т 

Да разгледаме сега класа на най-сложните задачи от ХР. Оз¬ 
начават се с XV- сотр1е1,е или ХРС. Всяка задача от този клас 
се нарича Л/Р-пълпа (универсална) задача. Класът Л/Р-сотр1е1е 
(ХРС) се дефинира като подклас на XV по следния начин: 

хрс = {р е хр\ уд е хр, д * р}. 



> ТЕОРЕМА 4.3. Нека Р\ и Р 2 са задачи от класа XV. Тогава 
(Р\ Е ХРС) Л {Рх х Р 2 ) =* Р 2 е ХРС. 
Доказателство: Да вземем напълно произволпа задача 

0 Е XV. Поради Р г Е ХРС , следва () \х Р ь От това, от Р у х Р 2 и 
теорема 4.2 следва д х Р 2 . 

Като вземем предвид, че Р 2 Е XV и че д беше напълно про¬ 
изволна задача, за която получихме д х Р 2 , следва верността 
на теоремата — Р 2 Е Л/Р-сотр1ек. < 

С използвапе на хипотезата Р ф XV и теорема 4.1 се получава 
Р П ХР~ сошр1е1е 0. Освен това XV\ (РЕ1Л/РС) 0. Да означим 
с ХР1 следния клас задачи 

XVI = ХР\(Ри ХРС). 

И така трите класа задачи са 

Клас XV 














като сложността расте от 11 ляво на дясно 


В класа ЯРР са за- 

КЛТО СЛОЖНОСТТа рсИ..!^ кл лл1>^ ^ - тг/лм/1ГОГ’Т 

дачите, за които ие е намерел алгоритъм с полиномпа^^ ^ ^ 
но и не е доказано, че са Л^-пълпи. До 1979 г. у' ян 

задачата па линейното оптимиране. След като Леонид 
„амира елипсоидален алгоритъм с полиноми» сложност, които 
решава тази задача, тя влиза в класа V (вж. [б| и ДР-К 

Класовете ЯР и ЯРС се отпасят за разпознавателпи зад • 
Като отслабим дефиницията за ЯРС, ще получим класа 
ка наречените ЯР - Ьаг<1 (ЯРП) задачи. Класт.т па ЖР-трудните 
задачи се дефинира така 

ЯРП = {Р\ € ЯР, 0 1х Р}- 

щ е отбележим, че задачите в ЯРП може и да не са разпознава- 
телни и освен това очевидно 

МРС Г ЯРН. 


Графично класовете се илюстрират така: 

Клас ЯР 



Ва ла се докаже, че една задача Р е Л/Д-пълпа, достатъчно е 
да‘се докаже, че Р € ЯР и да се намери ЛР-пълна задача 0 за 
която 0 X Р Казаното следва от дефинициите и теорема 4.3. 
Ако не можем да докажем Р е XV, по намерим ЛР-пълна задача 
П за която () х Р ще устаноним, че задачата / е АР-трудна. 

Макар да нямат строг, а само препоръчителен характер, ще 
направим следните бележки. При изследване на една задача I 
о необходимо да устаповим към кой клас на сложност гя при- 
тталлежи Ако е от класа V , трябва да се опитаме да подобрим 
оценката па сложността па най-добрия известен алгоритъм. Ако 
е от класа ЯР, се търси алгоритъм с полиномна сложност, т.е. 
опитваме се да я причислим към класа Р или да докажем, че е 


ЯР- пълна. 

Тъй като ЯР -пълпите задачи са трудно решими, често се 
практикува следното. 

търси се вероятностен алгоритъм. Тези алгоритми нами¬ 
рат оптималното решение с някаква вероятност; 
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- решава се частен случай на задачатпа , които е с полипомна 
сложност; 

- търси се алгоритъм с експоненциална сложност. При кон¬ 
кретни задачи с неголеми размери (вж. табл. 4.1), експо¬ 
ненциално сложните алгоритми работят добре. Симплекс- 
методът например, е алгоритъм с експоненциална слож- 
ност, който върши чудесна практическа работа, 

- търсят се евристични алгоритми. От всички злипи се из¬ 
бира най-малката — вместо никакво решепие, се намира 
някакво, за което няма гаранции, че е оптималното, нито 
пък е извесно колко се отклонява от оптималното. 


2. Анализ на изчислителната сложност на някои алго¬ 
ритми 


При фиксиран изходен граф алгоритмите па Дийкстра, 
Флойд и Дапциг, които бяха разгледани в предишния параграф 
па тази глава, анализът на сложността се прави сравнително 
лесно. Това се отнася за всички алгоритми, при които броят 
на изпълнимите операции е практически постоянен. При други, 
какъвто е например алгоритъмът на Форд, не може отпапред 
да се зпае какъв е броят операции, които ще бъдат изпълнени. 
При алгоритъма на Форд не е ясно предварително, колко пъти 
ще се оцветява всеки връх — това става ясно след изпълнението 
на алгоритъма. В такива алгоритми се определя горна граница 
па възможния брой операции. (Често това е твърде завишена 
оценка в сравнение с действително изпълняваните операции.) 

Ще паправим оценки за сложността на алгоритмите от пре¬ 
дишния параграф,като ще предполагаме, че за всяка операция 
(събирапе, търсене на минимум, максимум и т.п.) се изисква 
единица време. 4ова представлява интерес най-малко заради 
въпроса, дали е разумно алгоритъма на Флойд да заменим с 
алгоритъма на Диикстра последователно повтаряйки го, ка¬ 
то за начален взимаме всеки от върховете на графа. 


СЛОШОСТПА АЛГОРИ ТЪМА ПА ДИЙКСТРА. 

ва итерация се разглежат (п - 1) неоцветени върха, 
осъществява с помощта на 


На пър- 
Това сс 


с!(х) = тт{<*(ж), А(р) + с{р,х)}, 
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което означава, че ео изн крита I (// — 1) операции събиране и 
1^/7 — I) операции тьрсопе на минимум. Огнен тона се избира 
най-малкото измежду п - 1 числа, I е. извършват се още п - 1 
операции сравнение. 11 о този начин установихме, че първата 
итерация на алгоритъма включва .'{(?/- 1) операции. Аналогии 
но втората итерация ще включва 3(7?, — 2) операции, третата 
З(н-З) и т.н. общият брой операции в алгоритъма па Дийкстра 
ще бъде 




1=1 



‘,\п(п — 1) 

-“Г 


Разбира се па всяка итерация, освен споменатите операции, се 
извършва и оцветяване па връх и дъга, което е свързано с до¬ 
пълнителни изчислителни загуби при изпълнението на програ¬ 
мата, съставена за реализация па алгоритъма. Минимизиране¬ 
то па тези загуби е разгледано в [27], [28] и [29]. 

И така за алгоритъма па Дийкстра, намиращ НКП между 5 
и всеки друг връх па ггьлеп, свързан граф, получихме оценка 

0(1,5п 2 ). 


СотрюхНу АЬС (Дийкстра) = 0(1, 5п~). 


Разбира се, това е горна граница за броя операции при тър¬ 
сене на (а - 0 НКП и тя се достига, когато I е последният връх, 

който се оцветява. 


сложиос!' Лл Л/Со РЙТЪМЛ НА ФОНД. | в алгоритъм па 


Дийкстра всеки връх се оцветява веднъж, а в алгоритъма на 
Форд (модификация па Дийкстра) всеки връх може да бъде оц 
ветявав до (в - 1) пъти. От това и като ввемем предвид горе- 
получената оценка за сложността на алгоритъма на Дийкстра 

_ 0(1 5л 2 ), получаваме* за сложността на алгоритъма па Форд 

следната оценка: 


СотрюхНу АЬС (Форд) = 0(1, 5п 3 ). 
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СЛОЖНОСТ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ФЛОИЛ] В този алг 0 


ритъм се изчисляват п на брой матрици Г ) 1 , В 2 ,..., О п , всяка от 
които е с размери пхп, т.е. има п 2 елемепти. Следователно се 
изчисляват п 3 елементи. Изчисляването се извършва с помощта 
на (3.5), а именно: 


<%= тшц”- 1 , с^+с; 1 }- 


което изисква извършване па една. операция събиране и една 
операция определяне на минимум. Следователно в алгоритъма 
на Флойд се изпълняват п 3 събирания и п 3 сравнения (опреде¬ 
ляне на минимум). Разбира се, тези числа силно надхвърлят 
действително извършваните в алгоритъма операции — да си 
припомним, че за всяко т елемептите от т-тия ред и т-тия 
стълб се взимат от предишната матрица Л т_1 , както и това, 
че диагоналните елементи също пе се пресмятат, а са нули. И 
така количеството операции в алгоритъма на Флойд е пропор¬ 
ционално на 2 п 3 или с други думи 


СошрюхНу АЬС (Флойд) = 0(2п 3 ). 


СЛОЖНОСТ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ЛАНЦИГ. I Сложността 


па този алгоритъм е същата, както сложността па алгоритъма 
па Флойд, поради това, че в него се извършват същите опера¬ 
ции, но в друг ред. Наистина (вж. (3.7) — (3.10) от предишния 
параграф): 


(3.7) от алгоритъма па Данциг се осъществява и в алго¬ 
ритъма на Флойд; 

(3.8) от алгоритъма на Данциг съвпада с (3.5) от алгори¬ 
тъма на Флойд; 

(3.9) и (3.10) от алгоритъма на Данциг просто (т — 1) пъти 
повтарят (3.5) от алгоритъма на Флойд. 

От казаното следва, че двата алгоритъма включват еднакъв 
брой операции, т.е. 










■/, Сложност па алгорипши « зп д а . 



В този ая- 


ллт ~г—т - —- ол а- у и шш. И този ал- 

, Р * изчислителна гледна точка пай обемна е СТЪПКА 
Т където се извършват 0(п’) операции, ако дъгите са с пеот 

^и™и™Г" ЛИ ®( п3 } операции, ако дъгите могат да 

итепапш/се мчт дължипи - * ъй като тази стъпка при к -тата 

К тп ятгпп 1 - ЯВЛ ^ ПЪТИ ’ а % > п и броят па операциите 
г з’ " ритъмът ще изпълнява брой операции от порядък 

А 71 ИЛИ А 71. 1 


СотрюхНу АЬС (К-ти НКП)= 0(Кп 3 ), 

когато графът е с ”неотрицателна” матрица на теглата. 


СотрюхКу АЬО (К-ти НКП)= 0(Кп 4 ), 

когато графът е с произволна матрица на теглата. 


Ще направим едно уточнение па базата на резултат, получен 
от Д. Кнут. Очевидно редът на Аътите по дължина пътища не 
се променя, ако всички тегла (1 г1 заменим с = с1 г] + Н г - /*•, 

където Н са произволни числа, приписани па върховете на гра¬ 
фа. Използвайки този факт, 71. Кнут е показал, че взимайки к г = 
разстоянието ($,а:,-), винаги можем да получим </[• ■ < 0. Тъй като 
разстоянията ( 5 , х г ) се получават в общия случай с помощта на 
0 (п 3 ) операции, то преобразувайки предварително теглата и в 
общия случай е възможно да се намерят А'-ти НКП с използ¬ 
ването на 0(Кп 3 ) операции. 


^КОМЕНТАР. 1 1. Ако в изходния граф няма дъги с отрицател¬ 
ни дължини, последователното (тг-кратното) прилагане на алго¬ 
ритъма на Дийкстра, като в качеството на начален се взема 
всеки от върховете на графа, ще води до 0(1,5п 3 ) операции. 
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Тази оцепка е по-добра от порядъка 0(2п 3 ) на алгоритъма на 
Флойд*. 

2. Ако обаче в изходния граф съществуват дъги с отрица¬ 
телни дължини (без да съществуват цикли с отрицателна дъл¬ 
жина), се налага вместо Дийкстра, да се ползва алгоритъмът 
на Форд. Тогава п-кратпото прилагане на алгоритъма на Форд 
води до разход на време от порядъка на 0(1,5п^). Това оче¬ 
видно превишава оценката 0(2тг 3 ) за алгоритъма на Флоид, т.е. 
в случая прилагането на алгоритъма на Флойд е рационално и 
ефективно. (Не забравяйте обаче, че оценката за алгоритъма 
па Форд е твърде завишена па практика). 

2.5. Потоци в мрежи 

Най-общо потокът определя начин за пренос на обекти, коли¬ 
чества от един пункт в друг. Много често в редица транспор¬ 
тни задачи съществува пълна забрапа за комуникация между 
отделните обекти или частична забрапа, свързана с капаците¬ 
та (пропускателната способпост) па комуникациите — пътища, 
мостове, трасета и т.н. Най-често се иска максимизация (мини¬ 
мизация) па общия обем "превози” в системата, както и миними¬ 
зация на цепата (разходите за осъществявапе на тези превози). 

На езика на графите, потокът задава начин за пренос на обек¬ 
ти от един връх на графа в друг по неговите дъги (или ребра, 
ако графът е пеориентиран). Началният връх, от който започва 
този пренос на количества, се нарича източник и обикновено се 
обозначава със 5. 

Върхът, до който трябва да бъде осъществен този пренос, 
се нарича сток (краеп пункт, потребител, склад — з!оск, зшк). 
Сто кът се бележи обикновено с I. 

Обектите, които се преместват, "протичат” от източника до 
стока, се наричат единици па потока или само единици. 

Количеството единици на потока, което може да премине през 
дъгата (&,./), се нарича капацитет (пропускателна способност) 
па дъгата. А1аксималната пропускателна способност на една дъ- 
га (г,^) ще бележим със с(г,^). По-пататък с(г,^) ще наричаме 
просто пропускателпа способност или капацитет. 


На практика обаче (поради това, че не всички операции изискват единица 
време и др.) прилагането на алгоритъма на Флойд, за графи с неотрица- 
телна матрица на теглата, икономисва около 50% от времето в сравнение с 
п-кратното прилагане на алгоритъма на Дийкстра [30]. 
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С а{г,з) Ще обозначаваме цената (стойността) на премест¬ 
ването на единица от потока по дигата (г,)). 

Ла припомним, че мрежа — това е граф С = {У,Е), в кой¬ 
то на всяка лъга е приписана някаква пропускателна способ¬ 
ност (капацитет). Количеството единици, протичащи по дъгата 
(г,^), ще наричаме поток в дадената дъга и ще го обозначаваме 
с ДгЛ). В резюме: 

Потокът / в една мрежа представлява фупкция, съпоставя¬ 
ща на всяка дъга (ребро) е = ( х,у ) псотрицателпо реално число 
/(е) = /(т, у ), така че: 

Ва всеки поток от з в /, количеството единици, изходящи от 
произволен връх х, х ф 5, х ф I, трябва да бъде равно на коли¬ 
чеството единици, влизащи (входящи) в този връх х. 

(5-1) ^ 1{х,у) - ^ 1(У, Х ) = 0, х ф 5, I. 

уеи У еУ 

Освеп това количеството единици па потока, проходящи но дъ¬ 
гата (х,2/), не трябва да превишава нейпия капацитет, г.е. 

(5.2) 0 < !{х,у) < с(х,у), (х,у) Е Е. 

Накрая, общото количество единици па потока V, излизащо от 
източника . 5 , трябва да бъде равно па сумарното количество 
единици на потока, влизащо в стока /. 

(5.3) X]/( 5 ’ у ) - ХЛ 3 ' 15 ) = ^ 

У еУ у е у 


(5.3) 52 Л 1 ’у) = 

у е V у€У 

И така /(т,?у), при (х,у) Е Е се нарича поток тогава и са¬ 
мо тогава, когато са удовлетворени (5.1) (5.4) ж . Величината 

*Па други места и литературата, когато /(х,у) > 0, потокът се нарича 
аритметичен. В задачи, при които топа изискване не е задължително, се де¬ 
финира понятието алгебричен поток (пж. [4]). Освен топа се налага изисква¬ 
нето източникът и стокът да бъдат единствени, като източникът само отдава 
количества, а стокът — само приема (пж. [3]). 
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на потока / се бележи с иа,1 (/) или просто и и се определя по 
следния начин: 

ш/ (/) = у). 

Уу 

Задачата за намиране на максимален поток се състои в тър¬ 
сене па поток, удовлетворяващ горните изисквания (5.1) — (5.4), 
за който величината V е максимална.. Очевидно задачата за мак¬ 
симизирано на V при ограниченията (5.1) — (5-4) е задача на 
линейното оптимиране и като такава тя може да се реши със 
симплекс-метода. Това обаче е твърде неефективно и ще напо¬ 
добява ” стрелба по врабче с оръдие” [1]. В този параграф ще 
разгледме един ефективен алгоритъм за търсене на максимален 
поток — алгоритъм на Форд-Фалкерсон [10]. 

В зависимост от потока /(ж, у), дъгите на изходния граф (мре¬ 
жата), можем да разделим условпо на три категории: 

а) дъги, в които потокът не може пито да се увеличава, пито 
да се намалява. Множеството от тези дъги ще бележим с 
N. Това са дъгите, които имат нулев капацитет или ”ог¬ 
ромна” цена за преминаване на потока; 

б) дъги, в които потокът може да бъде намален. Множеството 
от тези дъги се обозначава с Я. Дъгите от множеството Е 
се наричат намаляващи ; 

в) дъги, в които потокът може да се увеличава. Множеството 
от тези дъги се бележи с /. Дъгите от множеството I се 
наричат увеличаващи (ненаситепи). 

Ясно е, че всяка дъга на графа принадлежи поне на едно от 

тези три множества IV, Я или I . Освен това Я П I ф 0 в общия 
случай. 



ПРИМЕР 5.1. 
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зададената чрез горния граф мрежа, първите числа са ка¬ 
пацитетите (пропускателните способности) па дъгите, а втори- 

^птд 1 ^ С тдт 1 мпт ПОТОКа В съответ1гата лъга. От източника 6’ излизат 
ш И . 11! № ’ ГоГ ° - единиците, постъпващи в стока * — 
пптпктт л, Са 5 ' 3 И Очевидно е изпълнено и (5.2) — 

пязттичри 1 ПаДХ / ВЪРЛЛ капацитета па дъгата. За всеки връх, 
^ 0 изпълнено (5.1) — условието за съхранява- 

( , о Ка ' и думи, в пример 5.1 сме задали поток / от 

8 х ' а дъгитс на 1 Р а Ф а в конкретния случай е изпълнено 


(*,а)еЯ; (з,с)е/, Д; (а,Ь)е/, Л; 

(с,а) е /, я- (с, ь) е А ; (ь,г) е л, /. 

Вбпрос: Максимален ли е потокът в пример 5.1, т.е. има ли 
поток с величина г, такъв, че V > 3? 


е максимален, тъй като по дъгите (з,с), (с,а), (а, 6) и (М) може 
да протече още една единица. Полученият по този начин поток 
ще удовлетворява (5.1) (5.4) и общото количество единици ?; 

на потока от 5 към ^ ще бъде 4. 


1. Алгоритъм за търсене на увеличаваща (потока) ве¬ 
рига 


ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. 


Да обозначим 


с г(х, у) максимал¬ 


ното количество, с което може да бъде намален потокът (х,у), 

а с К Х ^У) максималната величина, с която може да се увеличи 
потокът в дъгата (ж, у). Очевидно 


г(х,у) =/(х,у) и г(х,у) = с(х,у)-/(х,у). 

Какви са начините, за да протекат допълнително количество 
единици на потока от източника з в стока /? 

а) Един такъв начин е да се намери път Р от върха з до 
върха /, изцяло състоящ се от непаеитени (увеличаващи) дъги 
па множеството I. ' 


|(з,а) = 5 




ПРИМЕР 5.2. 
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Тъй като г(х,у) о максимално иъможпото увеличение на по¬ 
тока в дъгата (т,?/), то величината на допълнителния поток от 
5 към I в горния път Р очевидно е равна на 


ШП { 1 ( 1 , 2 /)}, 

(я.у)еР 


т.е. 


Ш1п{5, 3, 2} = 2; 

б) Друг начин за увеличаване на потока е да се намери път 
Р от стока I към източника 5, изцяло състоящ се от дъги па 
множеството Я, т.е. намаляващи дъги. 


ПРИМЕР 5.3. 



Максималната величина, с която може да се намали потокът във 
всяка дъга (х,у) на пътя Р е г(х,у), поради което максималното 
намаляване на потока по пътя Р се определя като 


тш 

(х,у)еР 


М х,у)}, 


т.е. 


тт{1, 2, 3} = 1. 


При това намаляването па потока във всяка дъга ( х,у ) води до 
намаляване па потока от стока I към източника з, което води до 
увеличение па чистия поток от върха з към върха 1 \ 

в) Комбинирането на горните два начина а) и б) за увеличе¬ 
ние на чистия поток от з до I също е възможен. За целта трябва 
да се намери верига, съединяваща з и /, дъгите на която удов¬ 
летворяват следните две условия: 


- всички прави дъги с направление от з към I са от /, т.е. са 
ненаситени ( с(х , у) - /(х, у) > 0); 

- всички обратни дъги, с направление от I към з, принадле¬ 
жат па множеството Д, т.е. /( х,у ) > 0. 









) 


5. Потоци в мрежи 


287 


ПРИМЕР 5.4. Да разгледаме следната перига, съединяваща я и I. 



Тук правите дъги (5, а), (а, Ь) и (й, I) са иенаситени (увели¬ 
чаващи), а обратните дъги (х/, е) и (е, Ь) са от множеството Я. 
Ако увеличим потока в правите дъги и намалим потока в об¬ 
ратните дъги, това ще доведе до възможността да формираме 
допълнителен поток от 5 в I по веригата. Ясно е, че величината 
па допълнителния поток по веригата се определя като мипимум 
от следните две величини 

т1п{г(х,т/), където (х,у) е права дъга}, 


т\п{г(х,у), където (х,у) е обратна дъга}. 


13 случая ппп{тт(3,2,4), гшп(5,1)} — тт{2,1} — 1. Този мини 
мум се нарича максимално увеличение на потока по веригата и 
в случая е 1. 

По този начин увеличението на потока в правите дъги с 1 и 
намаляването на потока в обратните дъги също с толкова, дава 
възможност допълнително по веригата да се осъщесхви прспос 
от $ към I на една единица поток. 


/ШуЯ ЯЛ А Л ГО РИ Т1) МА .] Идеята па алгоритъма за нами- 


ране па увеличаваща потока верига се състои в построяването 
на ”растящо” от върха 5 дърво, състоящо се от оцветени дъ¬ 
ги по което от .9 могат да се изпратят допълнителни единици 
поток. Два са случаите, които възникват при изпълнение на 

алгоритъма: 


стокът / е оцветен — в този случай в построеното дърво 
единствената верига ог оцветени дъги, свързваща 5 и се 
явява увеличаваща верига; 

в противен случай, т.е. I не е оцветен връх пс съществу¬ 
ва увеличаваща верига между 5 и I. Ше опишем формално 
алгоритъма. 
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ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ТЪРСЕНЕ ПА УВЕЛИ- 


ЧАВА1ЦА (ПОТОКА) ВЕРИГА. СТЪПКА 1. Определете със¬ 


тава на множествата /, 11. Лъгите от множеството N изк- 
лючете от разглеждане — п тях изменението на потока е певъз- 
можно. Всички върхове са неоцветени. Оцветете върха 5. 

СТЪПКА 2. Оцветявайте дъгите (ж, у) и върховете у на графа 
ири вече оцветен връх х и неоцветен връх у по следния начин: 

а) ако ( х,у ) Е I, оцветете дъгата (х,у) и върха у (право оцве¬ 
тяване :); 

б) ако (у,ж) Е К , оцветете дъгата (у,ж) и върха у (обратно 
оцветяване ); 


в) ако не сте в а) или б), не оцветявайте. 


СТЪПКА 3. Ако след изпълнение на стъпка 2 (т.е. процеду¬ 
рата за оцветяване), върхът I не е оцветен — край, в мрежата 
отсъства увеличаваща верига. В противен случай, т.е. върхът 
I е оцветен — в мрежата съществува едипетвена верига между 
з и ^ от оцветени дъги и тя е увеличаваща. Край. 


Ще илюстрираме алгоритъма със следния пример. 


ПРИМЕР 5.5. Да разгледаме мрежата от пример 5.1 и за нея да приложим 
алгоритъма за търсене на увеличаваща верига. 

СТЪПКА 1 . Изпълнена е вече в пример 5.1. Оцветяваме върха 5 . 

СТЪПКА 2. Тъй като з е оцветен и (з, с) 6 I, оцветяваме дъгата (з,с) и 
върха с. Тъй като вече с е оцветен и (с,а) € I, оцветяваме дъгата (с,а) и 
върха а. Тъй като а е оцветен и (а, 6) е / — оцветяваме дъгата (а, Ь) и върха 
Ь. Тъй като Ь е оцветен и (М) € / — оцветяваме дъгата (Ь,1) и върха I. 

СТЪПКА 3. Върхът I е оцветен. Край. Увеличаващата верига е 



По нея, както вече казахме, може да протече още една единица т.е. мак- 
сималното увеличение на потока но веригата е 1. 
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ОБОСНОВКА ПА АЛГОР ИТЪМА.] I. Като се вземе предвид 


процедурата (начинът) за оцветяване — СТЪПКА 2 а] и б)^, е 
ясно, че една дъга се оцветява само когато единият и край е 
оцветен, а другият — не. При изпълнението на алгоритъма не 
е възможно да се оцвети дъга, па която и двата края вече са 
оцветени — това гарантира липсата на цикли, образувани от 
оцветени дъги. Тъй като първият оцветен връх е 5, то алгори¬ 
тъмът строи дърво, включващо 5. Лко един връх х е оцветен, 
то ще съществува единствена верига от 5 до х от оцветени дъ¬ 
ги. В частност, ако х = I, ще съществува верига, свързваща 5 и 

I. Веригата е увеличаваща поради това, че правите й дъги са 
увеличаващи, а обратните — намаляващи. 

2. Ако има увеличаваща верига от 5 в I, то очевидно върхът 
I трябва да бъде оцветен, и обратно — ако върхът I е оцветен, 
то съществува увеличаваща потока верига от 5 в I. 

3. Предложената процедура свършва след краен брой стъп¬ 
ки по простата причина, че дъгите и върховете се оцветяват 
най-много по веднъж, а те са краен брой. 

Алгоритъмът за търсене на увеличаваща потока верига не 
дава предписания за реда, в който трябва да се оцветяват вър¬ 
ховете и дъгите (след като оцветим върха 5 ). Това се извършва 
в произволен ред или като се изхожда винаги от последния оцве¬ 
тен връх. Намирането па увеличаваща верига дава възможност 
от източника да се пренесат допълнителни количества от потока 
до I без разбира се да се надхвърля максималното увеличение 
па потока по веригата. Обърнете внимание, че в увеличаващите 
дъги на намерената верига потокът цараства, а в намаляващиге 
дъги намалява с толкова, колкото е максималното увеличение 

на потока. 

Малко по-късно, когато разглеждаме алгоритъма за търсе¬ 
не па максимален поток, ще дадем начин, по които може да се 
организира на практика процедурата за оцветяване на дъгите и 
върховете (при работа с компютър понятието оцветяване тряб- 
ва да се "облече” в конкретни форми, подходящи за съхранение 

и организация в машината). 

2 Алгоритъм за търсене на максимален поток (Алго¬ 
ритъм на Форд-Фалкерсон) 


[10] Идеята на алгоритъма се базира па многократно изпъл¬ 
нение на алгоритъма за търсене на увеличаваща потока верига, 
докато това е възможно. Ще дадем формално описание на този 
алгоритъм, като в него ще предложим и начин за оцветяване 
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(маркиране) на върховете. Този начин дава възможпост след 
изпълнение на алгоритъма да разполагаме с дъгите, по които 
протича потокът, както и величината на потока от 5 в X. 

ОПИСАНИЕ ИЛ АЛГОРИТЪМА НА ФОГД—ФАЛКЕРСОП [10] 

СТЪПКА 1. Изберете произволен поток от е до I в мрежата. 
Ако такъв пяма, задайте ”пулсв” поток, т.е. за всяка дъга (х,у) г 
/(*,у) = 0. 

СТЪПКА 2. (първи етап — процедура за оцветяване) Оцве¬ 
тете върха 5 с наредепата двойка (—, оо). 

СТЪПКА 3. Ако съществува неоцветеп връх у , при оцветен 
връх х: 

а) Ако (х,у) Е /, т.е. ф(х,у) < с(х,у) — оцветете дъгата (х,у) 
и маркирайте (оцветете) върха у с двойката (ж + ,Д у ), къ- 
дето 

Д у = Ш 1 п{Д х , с(х,у) - /(х,у)} (право маркиране)\ 

б) Ако (у,х) Е Н, т.е. /(г/,ж) >0 — оцветете дъгата (у,х) и 
маркирайте (оцветете) върха у с двойката (гс - , Д у ), където 

Ду = тт{Д х , 1(у,х)} (обратно маркиране). 

След а) и б), преминете към стъпка 4. В противен случай 
преминете към стъпка 7. 

СТЪПКА 4. Ако у = X, преминете към стъпка 5 (край па 
първи етап). В противен случай се върнете на стъпка 3. 

СТЪПКА 5. (втори етап — формиране на нов поток ) Нека 
върхът у е маркиран с двойката (д у ,А у ). Тогава: 

а) Ако д у = х + , положете /(х,у) = /(х,у) + Д*; 

б) Ако с1 у = х~ , положете /(у, х) = /{у,х)~ А ь . 

СТЪПКА 6. Ако х = 5, отстранете (изтрийте) всички марки¬ 
ровки (край на втори етап) и се върнете на стъпка 2. В противен 
случай положете у - х и се върнете па стъпка 5. 

СТЪПКА 7. Край. Получепият поток е максимален. 

На илюстрираме работата па алгоритъма със следния при¬ 
мер. 
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ПРИМЕР 5.6. 



С1 ЬПКА 1. Разглеждаме нулевия поток / 0 от 5 до I, т.е. / о(х,у ) = 0, 
за всяка дъга от мрежата. Първите числа, приписани на всяка от дъгите в 
мрежата, е съответният капацитет на дъгата. 

СТЪПКА 2. Маркираме (оцветяваме) върха з с двойката (—,оо). Изпъл¬ 
няваме неколкократно СТЪПКА 3. Последователно 

- оцветяваме дъгата и маркираме върха Л с двойката (з + ,ш 1 п(оо, 

5 - 0), т.е. (з + ,5); 

- оцветяваме дъгата (с 1,а) и маркираме (оцветяваме) върха а с двойката 
(^ + ,шт(5,1 -0)) = (</ + ,1); 

- оцветяваме дъгата ( а,Ь ) и маркираме (оцветяваме) върха Ь с двойката 

(а + , 1); 

- оцветяваме дъгата (Ь,1) и маркираме върха I с двойката (Ь + , 1). 

Тъй като върхът I е оцветен, преминаваме към СТЪПКА 5. Изпълнявайки 
СТЪПКА 5, ще получим (първият символ в наредената двойка е указател за 
върха, от който у получава маркировката и за вида маркиране — право или 
обратно): 

(з + ,5) 



Получаваме нов поток /] от з до I, при кой го 


Т\(Ь, I ) = /о(Ь, 0 
/1 (а, Ь) = 1о{а,Ь) 

/1 {А, а) = /о(Л,а) 
М+ ( 1 ) = /о(я,<0 


+Де = 0+ 1 
+Д< = 0+ 1 
+Де = 0+1 
+Д 1 = 0+1 


Формирахме поток /1 от з до I, за които 

га/ (/ 1 ) = 1 — У) 


1. 

1. 

1. 

1. 
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и отстраняваме досегашните маркировки на върховете. Връщаме се на СТЪП¬ 
КА 2. 

Изпълнявайки алгоритъма последователно, ще получим следните резулта¬ 
ти, дадени за улеснение графично. 

(»+,4) (<*+,3) 



Памерихме увеличаваща за потока /1 верига 

(с,<), (Л,с) и (з,й). 

За новия поток / 2 , даден с графа по-горе, имаме 

иа1 (/ 2 ) = 3. 

Отново анулираме всички маркировки и се връщаме на СТЪПКА 2. 


(с-,1) (а+,1) 



(»+.<) («*+,!) 


За новия поток /з имаме 

ьа1 (/з) = ^/( 5)Я = 4. 

Анулираме маркировките и се връщаме па СТЪПКА 2. 
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За получения нов поток / 4 имаме 

па/ (/,) = 5. 

Топа е и максималният поток от з до *, тъй като връщането към СТЪПКА 2 

ВОДИ ДО 

(5+,2) (а+,2) 



Черт. 2.2 

Няма други върхове, които могат да се маркират. Край на алгоритъма. 
Потокът /4 е максимален. 


ЗАДАЧА 5.1. Единствен ли е максималният поток за мрежата от пример 

5.6? 


Огпг.: Не. Ако променим получения поток по следния начин: 
/( 5 ,</) = 2 , /($, а) = 3 , /((1, а) = 0 , ще получим поток, различен от предишния, 
чиято величина също е 5. 

ЗАДАЧА 5.2. За дадените по-долу мрежи да се определят максималните 
потоци, като се използува методът на Форд-Фалкерсон: 

а) 



Отг.; Максимален поток /, гш/ (/) = 7 . 
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б) 



Отг.: Максимален поток /, иа1 (/) = 5. 


в ) 



Отг.: Максимален поток /, иа1 (/) = 9. 


ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА НА ФОРД-ФАЛКЕРСОН 

Теорема за максималния поток и минималния разрез. 

Да припомним определението на попятисто разрез. Нека С ~ 
( У.Е ) е произволен свързан граф. Ако Т БТ = V и Т П Т = 0, 
множеството от всички дъги, на които единият връх е в Г, ^ 

другият в Т, се нарича разрез на графа С. Бележи се (Т, Т)- 
Щуказваме, че (Т,7) разделя източника 5 и стока ако 5 Е Т, 
а I ЕТ. Такъв разрез ще наричаме ($ - 1)-разрез. 

Пропускателната способност (капацитетът) с(К) = с(Т,Т) па 
разреза К — (Т, Т), се определя като 

с ( к ) = С ( Х ’У)- 

*ет, У ет 


(5.5) 
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Очевидно _е, че пропускателната способност на дъгите, ори¬ 
ентирани от 7 към 7 ие увеличава пропускателната способност 
на разреза К = (Т,Г). Да означим с /(7 \Т) сумата от потоците 
в дъгите, ориентирани от Т в 7', аналогично с /(7 1 ,7 1 ) сумата от 
потоците в дъгите, ориентирани от Т в Т. 

ЗАДАЧА 5.3. Да се определи капацитетът па разреза К = (Т, Т) на графа 
от черт. 2.2 (пример 5.6), където 

Т = {з, а, й, с} и Т = {Ь, I}. 

Решение: Дъгите, ориентирани от Т в Т, са: 

(а,Ь), (й, Ь), (с,1). 

Следователно с(Т, Т) = с(а, Ь) + с(Л, Ъ ) + с(с, I), т.е. 

с(К) = с(Т, Т) = 2 + 1+ 2 = 5. 


> ТЕОРЕМА 5.1. За всеки поток / и всеки (з - 1)-разрез 
(Т,Т) в дадена мрежа, 

(5.6) иа1 (/) = !(Т,Т) - }(Т,Т). 


Доказателство: От дадените определения за поток има¬ 


ме 


_ / ш1 (/), при х = в, 

(5.7) ^Г/(х, у)- 2_^1{У1 х ) | 0 5 при X е т \ {,$}. 

V у Уу 

Сумирайки горните равенства по всички върхове от Т, ще 
получим 

( 5 - 8 ) У^У 'л*,у)-ЕЕ^ у ' х ' > = ш1 

]{ . 1Явата част па горното равепетво {{х, у) и ~{(х,у), при 
* 6 Г и V е Г се появяват точно по веднъж и взаимно се уни¬ 
щожават. Поради това от (5.8} следва 
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^^/(2,1/)-^ Д /(!/.*) = 1,а/ (/). 'Г-е. 

*ет у€ т *еТует 

»«/ (/) = ДГ.Т) -/(Г,Г), 

което трябваше да се докаже. 

Обърнете внимание, че уа1 (/) = /(>5, ?/) се явява часте 

случай на равенството (5.6). 


СЛЕДСТВИЕ 1. За всеки поток / и всеки (5 — 1)~разр е3 
К = (Т,Т) в мрежата, е изпълнено 

(5.9) уа1 (/) < с(Г,Т). 

(В частност, величината на максималния поток е не по-го ля- 
ма от капацитета па всеки разрез — включително и този с пай- 
малък капацитет). Доказателство: Тъй като /(х,у) > о 

от теоремата следва 


(5.10) 


уа1 (/) = /( Т,Т) - /( Т,Т ) < }(Т,Т) < с(Т,Т). 


Да припомним, че при /( х,у ) < с(х,у), дъгата се нарича /-пс - 
наситена , а при /(х, у) = с(ж, у) — /-наситена. Дъгите от /2, т.с. 
онези, за които /(х,у) > 0, се наричат понякога /- положителни , 
а дъгите с нулев” поток — /-нулеви. 

Знакът равенство в (5.9) се достига тогава и само тогава, 
когато 

/(Т,Т) = 0 и ДГ,Т) - с(Г,Т), т.е. 
га/ (/) = с(Т,Т) 

101 ава и само тогава, когато всички дъги, ориентирани от Т и 
1 са у-наситени, а дъгите, ориентирани от Т в Т са /-нулеви. 

Т т_/ 13 Г ЗЪТ Ат ' п ~ ( Т ' Т )1 разделящ върховете з и I, шс нари- 
минимален разрез, ако не съществува (з - /)-разрез К в 
мрежата, такъв, че с(А”) < с(А' т ; п ). ^ ' 1 ' 1 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Ако / е поток и К е (з — 0-разрез, за 

нтп \ ' 1 


които 


уа1 (/) = С (Л'), 

то / е максимален поток, а К е минимален (з — 1)-разрез. 


Доказателство: Да означим максималния поток с / тах и 
минималния (5 — /)-разрез с К тт . От следствие 1 имаме 

(/тах) < с(Л г т1п ). 

Следователно, за произволен поток / и произволен разрез К ще 
имаме 

гт1 (/) < го/ (/ тах ) < с(К тт ) < с(К). 

Но условие уа1 (/) = с(К). Следователно 

ьа1 (/) = ьа1 (/ тах ) = с (К тЬ ) = с(ЛГ), 


т.е. / е максимален поток, а Л г е минимален (5 — ^)-разрез. < 

Вече можем да пристъпим към същината на обосновката на 
алгоритъма па Форд-Фалкерсоп. Както изяснихме по-рано, по¬ 
токът в мрежата може да се увеличи, ако се намери увелича¬ 
ваща верига между з и I — верига, на която правите дъги са 
/-ненаситени, а обратните дъги са /-положителни. 


> ТЕОРЕМА 5.2. Потокът / в дадена мрежа е макси¬ 
мален тогава и само тогава, когато в мрежата няма уве¬ 
личаваща верига, свързваща з и I. 


Доказателство: Необходимост: Нека потокът / е макси¬ 
мален. Ако допуснем, че в мрежата съществува увеличаваща 
верига, ще получим нов поток /*, за който иа1 (/*) > иа1 (/) = 
и а) (/ шах ). Противоречие! Следователно в мрежата не същест¬ 
вува увеличаваща верига. 

Достатъчност: Нека сега в мрежата не съществува увелича¬ 
ваща ($ - ^-верига. Да означим с Т множеството от върхове 
в мрежата, до които съществуват увеличаващи вериги от из¬ 
точника 5 (.ч е Т). Очевидно за стока I в нашия случай имаме 






















+ г т - V \ Т (допускането на противното, т.е. ^ оди 
I Е 1 - у \ 1 гъшествуват увеличаващи 

ло противоречие с условието да не същеи^ ^ 

(5-0-вериги). Разрезът (Г,Т) е (5-0 разрез. 

уа1 (/) = С {Т- 5 0* 

Ла разгледаме произволна дъга (ж, у), за която ж е Т, а у 6 Т. 
От « п Р а че тТг, следва, чс съществува увеличаваща (в-*)-ве- 
мг! Дъгата (*, у) трябва да бъде /-наситена, тъй като в про¬ 
бивен случай ще съществува увеличаваща (5 у/верига, т.е. у 
трябва да бъде от множеството Т. Аналогично всяка дъ 1 а (у, х), 
ориентирана от Т в Т, трябва да бъде /-нулева. Следователно 

/(Т,Т) = с{Т,Т) и /(Т,Т) = 0. 


Тогава ьа1 (/) = /(Т,Г) - /(Г,Т) = с(Т,Т). < 

От второто следствие на предишната теорема следва, че / е 
максимален поток, а (Т,Т) е минимален разрез. По този начип 
ние установихме следния добре известен резултат на Форд-Фал- 
керсон, а именно: 


> ТЕОРЕМА 5.3. Във всяка мрежа величината на мак¬ 
сималния поток е равна на пропускателната способност 
(капацитета) на минималния разрез. < 


Ше отбележим, че задачата за намиране на минимален раз¬ 
рез е двойнствена (дуална) па задачата за максималния поток. 
Теоремата на Форд-Фалкерсон се явява аналог на теоремата за 
двойнствепост при транспортна мрежа. 

И така при последното маркиране на върховете, т.е. когато 
” алгоритъмът установи” липсата на увеличаваща верига, (т.е. 
върхът I не е маркиран и няма други върхове, които могат да 
бъдат маркирани) и спре своята работа, имаме: 

1. Оцветените (маркираните) върхове образуват множество 

г, * е Т ; 

2. Неоцветените (немаркираните) върхове образуват множес¬ 
тво т=у\т, 1ет-, 
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3. Разрезът (Т, Т) е минимален и стойпостта па неговия ка 
пацитет (пропускателната способност) съвпада с гш/ (/шах) 
(вж. пример 5.6 и задача 5.3). 

В разглежданията, които направихме дотук, не беше казано 
нищо по въпроса дали предложеният алгоритъм на Форд-Фал- 
керсоп приключва работа след краси брой стъпки. Ще разгле¬ 
даме сега и този въпрос. 

3. Модификация на Едмондс и Карп 

В алгоритъма па Форд-Фалкерсон, който беше описан, дъги¬ 
те и върховете се маркираха в произволен порядък. С други 
думи, увеличаващата верига (когато съществува) се формира¬ 
ше по произволен начин. Това крие опасност алгоритъмът в 
общия случай да не завършва след краен брой стъпки. 

ПРИМЕР 5.7. Да разгледаме следната мрежа 



и приложим 
пътищата 


алгоритъма па Форд-Фалкерсон, последователно използувайки 

А : (-5, а), (М)» (&> с )> (с,*); 

Р -2 : (•«,*), ( Ь,а ), (а,с), {с,1). 


Очевидно па всяка стъпка ще получаваме потоци, па които 
величината ще нараства с 1. Максималният поток, чиято ве¬ 
личина е 2М, ще се получи след 2 М стъпки (нараствалия на 
потока). Оказва се, че в този случай броят на стъпките, които 
се изпълняват, не се явява функция, зависеща от броя на вър¬ 
ховете и ребрата па мрежата, а е функция на капацитета АЯ , 
който в много задачи може да бъде произволно голям. Форд 
и Фалкерсон [10] са показали освен това, че алгоритъмът им е 
краен при изискваното за дслочисленосг па потоците и капаци¬ 
тетите па дъгите. .Те са показали, че алгоритъмьI по намира 
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решение, ако пропускателните способности на дъгите са ира- 
ционални числа — приведен е пример, в който величината па 
потока клони към | от величината на максималния поток при 
безкрайно нарастване броя иа стъпките. 

Едмопдс и Карп в 1972 г. ([31]) усъвършенстват маркиращия 
алгоритъм. Тяхната модификация гарантира независимост на 
броя на стъпките, необходими за реализация на маркиращия 
алгоритъм, от пропускателните способности па дъгите. 


ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА НА ЕДМОПДС И КАРП. Иа вся¬ 


ка стъпка потокът се увеличава по възможно наи-краткия път 
(верига). По-точно, увеличението на потока се извършва по 
вериги с най-малък брой дъги. Намирането на такива вериги 
става по правилото "първият маркиран е първият разгледан”. 
За целта върхът 5 получава номер 1. След това се оцветяват 
дъгите, ипцидентни с върха 1 (за които това е възможно), пос¬ 
ле се оцветяват (ако е възможно) дъгите, инцидентни с върха 
2 и т.н. Оцветяването се извършва по правилата, дадени в ал¬ 
горитъма на Форд-Фалкерсон. Тази процедура за оцветяване 
(маркиране) гарантира всяка верига от оцветени дъги, съеди¬ 
няваща източника 5 с произволен връх, да съдържа минимален 
брой дъги. 


Освен това при тази процедура за маркиране, изискуемите 
стъпки за реализация па маркиращия алгоритъм са функция на 

броя върхове и ребра на мрежата (а не на пропускателните спо¬ 
собности на дъгите). 


ПРИМЕР 5.8. Да се приложи модифицираната процедура на Едмопдс и 
Карп за оцветяване при търсене на максималния поток в следната мрежа: 



Оцветяваме върха 5 и го номерираме с 1. 

След това разглеждаме неоцветените дъги, инцидентни със 5 и оцветява¬ 
ме тези, за които това е възможно. Оцветяваме ($, ц върха а. Върхът а 
получава номер 2] Оцветяваме и върха Ь. Върхът Ь получава номер 

3 (дъгата ( 5 , с) е инцидентна със з, но тя не може да бъде оцветена поради 
/(»,с) = 2 = с(»,с)). 
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( ЛСД гон<1 Р Л11 ле ждаме неоцветените дъги, инцидентни е нръх 2, т.е. ньр- 
Пнмл дма, инцидента ( нръх а, конто може да се оцнети (сдинстпената 

< _ 1Л п е* ^тикигп.и. ___«» 


, ч ( 1 11 ?1 XVIпицидигшд С Н|)'ЬХ (I КГ 

д. ьГ а {а,Ъ) е е оцнетени крайни върхове). 


^ Г К1 съ / * " *»|/лиш: ^ , 

разглеждаме неоцветените дъги, инцидентни г Ь Оцветяваме (Ь,с) и пърха 
11а пърха е приписваме номер 3; Оцветяваме (/>,/) и върха I. Номерираме 


е 


/ е & 


]} полученото дърво е корен .ч 



единствената увеличаваща (,ч - <)-верига е (з,Ь), ( Ь,1 ), която е с минимален 
брой дъги и по нея потокът може да бъде увеличен с единица. 

Изтриваме (снемаме) номерацията на всички върхове, оцветяванията на 
иърховетс и дъгите, след което повтаряме процедурата за мрежата (в нея 
пече е формиран нов поток). 



Оцветяваме върха 5 и го номерираме с 1. 

Разглеждаме неоцветените, инцидентни със 5 дъги и оцветяваме тези от 
тях, за които това е възможно: 

Оцветяваме (5, а) и върха а. Номерираме върха а с 2. Дъгата (5,6) е ин¬ 
цидентна със 5, но тя не може да бъде оцветена, тъй като /(з,^) — 1 — с(.ч,М. 
Аналогично дъгата ($,с) също не може да бъде оцветена (/(л',с) 2 = с(з,с)). 

След това разглеждаме неоцветените дъги, инцидентни с а. Оцветяваме 
дъгата (а, 6) и върха Ь, като му присвояваме номер 3. 

Разглеждаме неоцветените дъги, инциденти с. връх 3, т е. върха Ь. Оц¬ 
ветяваме дъгата (Ь, с) и върха с, като му присвояваме номер 3. Оцветяваме 
Дъгата ( Ь,1 ) и върха I, като го номерираме е 5. 

Получихме увеличаваща верига с минимален брой ребра 

(5, а), (а,Ъ), ( Ь , I), 

по която потокът може да бъде увеличен е две единици. 1 ака получаваме 
следната мрежа: 




















По-нататъшното увеличение на потока е невъзможно, което можете да ус¬ 
тановите, като приложите още веднъж предложената процедура от Едмондс и 
Карп. Максималният поток е с величина 6. 


ОБОСНОВКА НА МОДИФИКАЦИЯТА ПА ЕДМОНДС И КАРЦ.__ 
За целта ще разгледаме следното понятие. В едпа увелича' 
ваща верига дъгата ( х,у ) се нарича тясно място , ако именно 
тази дъга ограничава увеличавапето па потока. Например: В 
разгледаната по-долу увеличаваща верига, дъгата (а, Ь) е тясно 
място. Очевидпо в произволна верига може да има повече от 
едпо теспи места. 


4,3 


0 —^©- 

^^ г(з,а )=2 г(а,Ь)=1 


Ч "-' / г(Ь,1)=5 



Максималното увеличение на потока по увеличаващата ве¬ 
рига води до /(х,у) = с(х,у) или /(х,у) = 0 за тесните места. 
Например: 



Максималното увеличение на потока по веригата е единица. 
Това води до 



На пристъпим сега към намирането на една оценка за броя 
па нарасгванията па потока, която ще бъде функция на броя на 
дъгите и ребрата в мрежата (графа). 

За да оценим броя на увеличаващите вериги, които се фор- 
мират от алгоритъма на Едмондс и Карп, ще разсъждаваме та¬ 
ка: При всяко намиране на увеличаваща верига (нов по-голям 
поток), поне една дъга (х,?/) се явява тясно място. В най-ло¬ 
шия случай, при всяко увеличение на потока само едпа дъга ще 
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сс явява тясно място. Следователно трябва да отговорим на 
въпроса. Ако дъгите в мрежата са т на брой, по колко пъти 
всяка от тези дъги може да се явява тясно място?” П1е дока¬ 
жем, не произволна дъга ( х,у ) не може да бъде тясно място в 
увеличаващите (5 — вериги повече от ^ пъти, т.е. броят на 
увеличенията на потока е не повече от т ^ п . 

Да предположим, че дъгата (т,у) се явява тясно място в две 
формирапи от алгоритъма вериги С\ и С 2 . При това С 2 се фор¬ 
мира след С 1 и тя е първата измежду формираните след С\ 
вериги, в която (т,у) е тясно място. Без ограпичения на общ¬ 
ността, нека дъгата (х,у) се явява нрава дъга във веригата С\, 
т.е. след увеличение на потока но веригата С\, /(х,у) = с(х,у). 
Очевидно за веригата С 2 дъгата (х у у) ще бъде обратна. Да 
означим с В{(р,у) броя на дъгите във веригата С, между върхо¬ 
вете р и <7, г = 1, 2. Модификацията на Едмопдс и Карп оцветява 
дъгите и върховете, така че построяваните от алгоритъма ве¬ 
риги с начало 5, са с минимален брой дъги. От това следва 
верпостта на следните релации: 

В\(з,у) < В 2 {з,у), В г (х,1) < В 2 (х,%) 

В 1 ( 3 , 1 ) = В 1 (з,у) + В х (х,1) - 1 < 

< В 2 (з, у) -1- В 2 (х, г)-1 = В 2 (з , I) - 2. 

Следователно В\(з,1)-\-2 < В 2 (з,1), т.е. всеки път, когато (х,у) 
става тясно място, броят па дъгите в съответната увеличаваща 
потока верига нараства поне с 2. 

Пека С\ , Сг,..., Ск са всички вериги, за които (х,у) е тясно 
място. Тъй като всяка верига има пе повече от (тг — 1) дъги, то 

В к (з, 1 )<п- 1 => 1 + (Аг - 1).2 < п - 1, 

откъдето к < |, т.е. броят па веригите, в които (х,у) е тяспо 
място, е не повече от |. Да припомним, че броят на дъгите в 
мрежата е т, откъдето следва, че общият брой нараствапия па 
потока не надхвърля числото 22 у 1 . 

До сз>щия резултат щяхме да стигнем, ако при промяна на 
потока във веригата С\, вместо предположението, че потокът 
и дъгата (х. у) се увеличава до капацитета с(х,у), считахме, че 
потокът в (х,у) се намалява до нула. 

Н горните’разсъждения едипственото наложено изискване бе- 
Ше неотрицателпост на пропускателните спосооности иа дъгите. 
От казаното следва, че използваният в алгоритъма на Форд- 
Фалкерсон принцип за оцветяване първият оцветен е първият 
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разгледан”, води до краен брой увеличения па потока при ре¬ 
ални пеотрицателпи пропускателни способности. 

Тъй като увеличаваща верига може да се намери след 0(щ) 
стъпки, от получената по-горе оценка следва, че алгоритъмът 
има сложност 0(тп 2 .п). Има редица изменения, подобряващи 
ефективността от работата на алгоритъма в някои класове мре¬ 
жи. 

Интересен и ефективсп метод със сложност 0{п 2 ) е предло¬ 
жен от Линиц в [48]. Методът се базира па построяване на спо¬ 
магателна, ациклична мрежа, чиято структура точно определя 
всички най-кратки (5 — I) увеличаващи вериги за потока. 


4. Алгоритъм за търсене на максимален поток при ня¬ 
колко източника и стока 


Досега разглеждахме мрежи с един източник и един сток. Ал¬ 
горитъмът за търсене на максимален поток може да се приложи 
и в случаите, когато в изходпата мрежа съществуват $ 1 , 52 ,..., 
източника и <2>-ч 1р стока. За целта е достатъчно мре¬ 
жата да се допълни с един главен източник 8 и главен сток 
Т. Главният източник 5 1 се съединява с всеки от източниците 
5 Ь 5 2 ,..., з/с , чрез дъгите 


( 5 , 81 ), (5,8 2 ),..., (5,8*), 


чиято пропускателна способност се приема за неограничена. 

Аналогично ^ 2 ,..., 1 р се съединяват с главния сток Т чрез 
дъгите 


(<ь п (<2,Г). (1 Г ,Т), 


чиято пропускателна способност се счита неограничена. По то¬ 
зи начин изходната мрежа се разширява до следната мрежа - 
черт. 2.3 а) и б). 






Черт. 2.3 

Очевидно на всеки поток в разширения граф съответства по¬ 
ток от 5х, 52,..., до $ 1 , 1 2 ,..., в изгодния граф и обратно. 
При това на максималния поток в разширения граф съответс¬ 
тва максималния поток в изходния граф, т.е. алгоритъмът за 
търсене на максимален поток може да се приложи в разшире¬ 
ния граф (мрежа) и памерепият поток ще определя максимален 
поток в изходния граф (мрежа). 


5. Алгоритъм за търсене на поток с минимална стойност 
(Форд-Фалкерсон) 

[10] В предишните параграфи разгледахме алгоритми за тър¬ 
сене на максимален поток — пренос на максимален брой еди¬ 
ници (количества) от източника в стока по дъгите иа мрежата. 
Сега ще си поставим за цел да оргапизираме преноса иа ед¬ 
но зададено количество от и единици поток между източника и 
стока. 

С а(х,у) ще озпачаваме цепатпа (стойността, разходите) за 
преноса на 1 едипица от потока по дъгата (х,у). Да припомним, 
че /(х,у) означава количеството единици от потока, премина¬ 
ващи но дъгата (х,?/), /( х,у) > 0. Както преди, със с(х,у) ще 
бележим капацитета на дъгата (х,у). 

Очевидно решаването на много транспортни задачи (движе¬ 
ние иа количества — суровини, стоки, хора и т.н.) в мрежи, 
поставят проблема за търсене на пренос с минимална цена. За 
краткост, понякога потокът с минимална стойност ще нарича¬ 
ме минимален поток. Освен това засега ще предполагаме, че 
цените а(х,у) са цели положителни числа. Това ограничение не 
о силно, поради факта, че цени от типа на ”^5.25” могат да се 
разглеждат като ”525 репсе”. 

Съществува модификация па алгоритъма за търсене на по 
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ток с мипималпа стойпост, за който са допустими нецелочислеии 
цени а(х,у). Съществува и алгоритъм за търсене на поток с ми¬ 
нимална стойност, работещ и за цени а(х,у) <0 алгоритш на 
дефекта. В края на параграфа тези два алгоритъма ще бъдат 
също разгледани. 

Задачата за търсене на минимален поток може да бъде пред¬ 
ставена по следния начин: 


(5.11) 

]Гф. »)•/(*. у) - >т1п 

(®.у) 

при условия 

(5.12) 

_ *) = ”> 
у У 

(5.13) 

/(*> у) - *) =-«> 

у У 

(5.14) 

^2 /( ж > у ) ~ х ) = °> * Ф с 

У У 

(5.15) 

о < Дя,р) < с(х,2/), при Мх, Му. 


Очевидно задачата за максимален поток може да се разг¬ 
лежда като частен случай на задачата за поток с минимална 
стойност, в който цените на дъгите са нула, а V съвпада с ве¬ 
личината на максималния поток. Освен това (5.11) може да се 
замени с 

(5-16) (Р-^2 а ( х > У)-К х > У)} -> тах, 

( х >у) 

където р е достатъчно голямо число (р — произволно число, 
по-голямо от максималната цена за пренос на единица поток от 
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източника 6 в стока I). Ако р се интерпретира като доход, полу¬ 
чаван в резултат на (5 — /) пренос па единица от потока, (5.16) 
може да се интерпретира като максимална печалба. При та¬ 


зи интерпретация постигането па максимум в (5.16) ще води до 
минимум в (5.11) и обратно. 


И ЛЕЯ НА А ЛГОР И ТЪМА . Алгоритъмът за търсене на по¬ 
ток с минимална стойност ”се опитва да пренесе” от .5 до I мак¬ 
симално възможния брой единици от потока, за всяка от които 
общата цена за пренос в мрежата е нула (лева). След това от 
източника .ч до стока / се пренасят колкото се може повече еди¬ 
ници от потока, за всяка от които цената за пренос по мрежата е 
1 (лев). На всяка стъпка, при изпълнение иа алгоритъма обща¬ 
та цена за пренос па единица от потока по мрежата се увеличава 
с сдипица. Алгоритъмът завършва своята работа при сбъдване 
иа някое от следните две събития: 


а) в мрежата не могат да се пренасят допълнителни единици 
поток; 

б) в мрежата е осъществеп препос на дадените V сдипици по¬ 
ток. 


С други думи, в алгоритъма за търсене на поток с минимална 
стойност многократно се решава задачата (5.12) — (5.16), при 
р = 0, при р = 1, р = 2 и т.п. 

Ла предположим, че в изходната мрежа (началният поток е 
нулев) са пренесени (пропуснати) максимален брой единици от 
потока, за всяка от които стойпостта на преминаване през мре¬ 
жата е р- 1. Алгоритъмът реализира търсене на увеличаваща 
верига, по която могат да протекат нови единици от потока, 
стойпостта на всяка от които е р. Как става това?. 

Ла разгледаме следната увеличаваща потока (з — /) верига. 

( 7 (?) 

г(з,а)>0 т(а,6)>0 г(с,6)>0 ' ч —^ ^ 


Алгоритъмът оцветява дъги и върхове, като на всеки връх 
•г се съпоставя маркиращо число р(х) по следния начин: 


(5.17) 


р(з) = 0; р(/) = Р\ 0 < р(х) < Р , при т/б, 
р(у) - р(х) = а(х, у), при (х, у) 6 /, Я. 
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Съгласно (5.17) 
р(з) = 0, 

р(а) = р(з) + а(8,а) = 4, 

р(Ь) = р(а) + а(а, Ь) = а(з , а) + а(а, 6) = 4 + 2, 

р(с) = р(6) - а(с, Ь) = а(з , а) + а(а, 6) — а(с, 6) = 6 — 1, 

р(Т) = р(с) + а(с, = а(з, а) + а(а, Ь) - а(с , 6) + а(с, 2) = р = 8. 

Получихме 

<) 

р(«)=0 р(а)=4 р(^)—6 р(с)=5 р(0 = ® 


Всяка допълпителна единица па потока, протичаща по тази 
верига, ”ще струва” 8 (лева, $ и т.н.). 

В общия случай, разглежданият алгоритъм, използвайки 
(5.17), намира увеличаваща верига, в която сумата от цени¬ 
те на правите дъги минус сумата от цепите па обратните дъги 
е равна на р (вж. последното от горните равепства). 

С други думи, ако алгоритъмът намери увеличаваща верига 
от дъги, удовлетворяващи (5.17), нарастването на стойността 
за всяка нова единица от потока, пренасяна от 5 до I, ще бъде 


Р- 

Ще дадем формално описание на алгоритъма. 


ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ТЪРСЕНЕ ПА ПОТОК 


С МИНИМАЛНА СТОЙНОСТ. 


СТЪПКА 1. 


За всяка дъга 


(я,у), Л х >у) = 0- Положете р(х) = 0, за всеки връх х. 

СТЪПКА 2. (Определяне па дбгите, в които се допуска изме¬ 
нение на потока ;) Определете дъгите, за които 


р{у)-р(х) = а(х,у) и с(х,у)~ /(х,у)> 0 


и означете множеството от тези дъги с /. Формирайте множес¬ 
тво 11 от дъги, за които 


Р(у)-Р(х) = а(х,у) и }(х,у)> 0. 

(Останалите дъги формират мпожество ТУ). 

СТЪПКА 3. (с Увеличение на потока ): Приложете алгоритъма 
за търсене на максимален поток (увеличаваща верига) в изход¬ 
ната мрежа, при намерените разпределения на дъгите в множес¬ 
твата /, Н и ТУ. Изпълнението па този алгоритъм приключва, 
когато: 
















- Цопищи в мрежи 
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а) от 5 до I са транспортирани дадепите V единици поток или 

б) полученият за така формираните множества /, П и N поток 
е максимален. 

Дко е налице а) — край на алгоритъма за търсене па поток с 
минимална стойност. Полученият поток от V единици, пренесени 
от 5 ДО I, е поток с минимална стойност. 

В случая б) — проверете дали полученият поток е макси¬ 
мален в изходния граф (вж. теореми 5.1 — 5.3 за максимален 
поток и минимален разрез, и алгоритъма за търсене на увели¬ 
чаваща верига). Ако това е така — край! Този максимален 
поток (за изходния граф) има минимална стойност. В противеп 
случай, т.е. когато намереният максимален поток при текущото 
разпределение на дъгите в множествата /, Л, N нс е максималеп 
за изходпия граф* (възможно е, когато разрезът не е наситен), 
преминете към стъпка 4. 

СТЪПКА 4. (Промяна па маркиращите числа р(ж):) Изход¬ 
на информация при изпълнение на тази стъпка са резултатите 
от процедурата за оцветяване на върховете в алгоритъма за 
търсене па увеличаваща верига (който е подалгоритъм па ал¬ 
горитъма за търсене па максимален поток). 

За всички неоцветени върхове х увеличете с 1 стойностите 
па маркиращите числа р(х). Преминете към стъпка 2. 

Ще илюстрираме алгоритъма за търсене па поток с мини¬ 
мална стойност. 

ПРИМЕР 5.9. В мрежата, изобразена по-долу, на всяка дъга са съпоста¬ 
вени по три числа — първото е капацитетът на дъгата, второто е цената за 
пренос на единица продукция по дъгата, а третото с величината па потока 
(нулев начален поток). 



"Алгоритъмът за търсене па поток с минимална стойност сс, изпълнява за 
подграф на изходния граф поради допълнителното ограничение (5.17). Ето 
защо полученият поток {съвкупност от дъги) може да нс образува разрез в 
изходния граф. 



















В началото всички маркиращи числа са нули, т.с. 

р(з) = р(а) = р{Ь) = р{с) = р(<0 = Р(0 = 0 

Всички дъги и върхове, е изключение изпъл н е ние то 

винаги) са неоцветени. За краткост ще изложи р У 
на алгоритъма в таблица. 


Ите¬ 

рация 

р( 5 ) 

р(й) 

Ш 

р(с) 

р(({) 

р( 0 

Оцветени 

дъги 

Оцветени 

върхове 

0 

“Г" 

0 


0 

0 

0 

Няма 

3 

- - 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

- 

з, а 

п 1 

2 

0 

2 

2 

2 

1 

2 

(М) 

5, а 

3 

0 

3 

3 

3 

1 

3 

(,*» АК С )-- , --р- - 

з, (1, с 

4 

0 

4 

4 

3 

1 

4 

^Н1’ с Н 3,а !'}ЧЬгтг 

з,(1,с,а,Ь 
^ ~ ] - / -- 

5 

0 

4 

4 

3 

1 

5 

(з, А (*>«)> ( С > 6 ММ] 

5, я, с, о, о, 1 


Върхът I се оказва оцветен. По увеличаващата верига 

(«,<0, К с ), ( с > 6 )> (&»*)» 


можем да пропуснем една единица поток от з до I (капацитетите на дъгите 
от веригата не дават възможност за повече единици — дъгата (а, с) е тясно 
място). Увеличаваме потока в съответните дъги 

/М) = /(*с) = /М) = /(М) = 1. 

Този пренос се осъществява на цена (разходи) р{1) = 5. Състоянието на мре¬ 
жата е: 



Полученият поток не е максимален за изходния граф, защото след проце¬ 
дурата оцветяване на върховете” в алгоритъма за търсене на увеличаваща 
верига, върхът I ще се окаже оцветен, т.е. съществува увеличаваща потока 
верига. Продължаваме изпълнението на алгоритъма. 


Ите¬ 

рация 

р($) 

р(а) 

р(Ь) 

р(с) 

р(<0 

р(0 

Оцветени 

дъги 

Оцветени 

върхове 

6 

0 

4 

4 

3 

1 

5 

(М),(з,а) 

з, (1, а 

7 

0 

4 

5 

4 

1 

6 

(5, А ( 3 , а) 

з, (1, а 

8 

0 

4 

6 

5 

1 

7 

(М),(«,а) 

5, б/, а 

9 

0 

4 

7 

6 

1 

8 

(5,</),(з,а),(а,6)ЛМ) 

з, с/, а, Ь, 1 
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^ ЬР гшо гшп°рпи Ва ОЦ11СТе1 '' 11° псригата (л,«), ( а,1 >), (Ь, I) можем да изп- 

члМ С г!МО СДПЛ ОЛМНМПп илгг«,. _ V > V 1 V > / /.\ _ п 

ттм ппчуппм за Т0.1И НрСНОС р[1) — 


ратим само една единица поток от , , Гпои па,».™’, 
резултат получаваме сделката мре”,'' (""Г, *' 

1 



Ще покажем, че полученият поток е максимален за изходния граф. Проце¬ 
дурата оцветяване на върховете” в алгоритъма за търсене на увеличаваща 
верига разбива множеството от върховете на графа па следните 2 множества. 

7 = {5, 7} множество от оцветени върхове. 

7 = {а, Ь,с, 4} — множество от неоцветени върхове. 

За дъгите от разреза (Т, Т), ориентирани от Т към Т (дъги с начало в Т и 
край Т), имаме 

(.9, а) — / — наситена; (7, с) — / — наситена, 

а за дъгите, ориентирани от Т към Т (т.е. с начало в Т и край в Т), имаме 

(а, </) — / — нулева. 

Следователно (7^,7) е минимален разрез, а / е максимален поток (вж. теореми 
5.1 — 5.3). 

Полученият поток /, с величина ьа1 (/) = 2 е максимален поток, с минимал¬ 
на стойност Едната единица поток "протича по веригата ($,с/), (с/, с), (с,Ь), 
(/),/) и разходите за това са: 

а(. 9 , 7) + а(7, с) + а(с, Ь) + а(Ь, 0 - 1+ 2 + 1 + 1 = 5 (лв., $, С и т.н.) 

Другата единица на потока достига от 5 до I по перига 1 а ( 5 , а), (а, 6), и 

разходите за това са 

а(з , а) + п(а, Ь) + и(Ь, /) = 4 + 3+1 = 8. 

Общата стойност на потока е 5 + 8 = 13. 


ОБОСНОВКА IIЛ АЛГОРИТЪМА [1]. | Доказателството, че 


Даденият алгоритъм наистина намира поток ох V единици, чи 
иго пренос от 5 до ^ е минимален, ще направим с помощта па 
теоремите за двойпственост (вж. параграф 2.1). 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрезюц 


Нека: 


р(х) е дуалната променлива, съответна на ограничението (5.14)■ 
р(з) е дуалната променлива, съответна на ограничението (5.12); 
р(1) е дуалната променлива, съответна на ограничението (5.13); 


д(х,у) е дуалната променлива, съответна на ограничение (5.15); 
V разглеждаме като променлива (не като константа). 


По-нататък ще покажем, че дуалните променливи р{х) съвпа¬ 
дат с маркиращите числа р(х), изчислявани при изпълнението 
па алгоритъма. 


Дуалната (двойнствената) задача па задачата за тър¬ 
сене на минимален поток (5.12) — (5.16) е: 

(5.18) Е с ( х :У)-д(х,у) -> тш 

(*,у) 

при ограничителни условия 

( 5Л9 ) -р(«) + р(0 = р» 

(5.20) р( х ) - р(у) + у) > - Й ( Ж) за 

( 5 - 21 ) 9( х ,у) > 0, за У(х,у), 

(о.22) р{ х ) — свободна променлива (за Уж). 

В дуалната задача (5.18) - (5.22), дуалното ограничение 
(о.19) съответства па свободната променлива у от правата за- 










5 . Потоци в мрежи 
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л ' с1Ч -гп!тип К 1 п И п^ а1) ° ПСТ1Ю (5.20) е дуалното ограничение, 
” ет п с Р°менливата Д х,у ) от праната задача. 

От теоремите за дуалност (вж. параграф 2.1) следва: 

(5.23) р(х) - р(у) + ф, у) > _ф ) => Д х , у) = 0; 


СЪО!- 


(^•24) У{ х ->у) > 0 => Дх,?/) = с(х,?/). 

Ако положим 

(5-25) р(з) — о, Д/) = р и 


(5.26) 9( х 1 у') гпах{0, р(у) — Дх) — а(х,у)}, за У(х,?/) 

и вземем в предвид (5.23), очевидпо следва Дх,?/) = 0, т.с. (5.23) 
може да се запише във вида 

(5.27) р{у) - р(х) < а(х,у) => Дх, у) = 0 
и освен това (5.24) приема вида 

(5.28) р{у) ~р(х)> Дх, у) => Дх, у) = с(х, у). 

Следователно, достатъчно е алгоритъмът да намира такива 
стойности па Дх) за върховете х и такива Дх, у) за дъгите (х, у ), 
че да бъдат изпълнени (5.25), (5.27) и (5.28). Освен това Дх, ?/) 
трябва да удовлетворява условията (5.12) — (5.16) (за поток). 


1 Измененията на потока, които алгоритъмът за на¬ 
миране на поток с минимална стойност осъществява, не 
нарушават условията (5.27), (5.28) (условието (5.25) ви¬ 
наги е изпълнено). 


Това наистина е така. В началния момент за всеки връх 
ф рГ х \ - р г р = о = Д/)) и потокът е нулев, т.е. условията 
(5 97 ) и (5 28) са налице. Нещо повече, при всяка итерация 
на алгоритъма тези условия се удовлетворяват. Съвкупността 
от значения Г(х.у) винаги с поток (удовлетворени са (5.12) 
( 5 . 15 )) и осиен това в алгоритъма промяна па потока се допуска 

само в тези дъги (х,у). за които 

р(у) - р(х) = а(х,у) 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


(вж. пример 5.9). 


2 . Промяната па маркиращите числа в алгоритъма за 
намиране на поток с минимална стойност също пе води 
до нарушаване на условията (5.27) (5.28) (и (5.25), 

което е очевидно). 


Това наистина е така. В алгоритъма маркиращите числа р(х) 
се увеличават с единица за неоцветепите върхове. Невъзмож¬ 
ността да се оцвети един връх означава, че от източпика до пего 
не е възможен никакъв препос на единици от потока. 

Когато и двата края па дъгата (х,у) са или не са оцветени, 
разликата р(у) — р(х) не се променя. 

В случая, когато върхът х е оцветен, а върхът у неоцветен, 
е изпълнена някоя от следните три релации: 

а) р(у) — р( х ) < я(я,у); 

б) р(у)~р(х) > а(х,у ); 

в) Р(у) ~ Р( х ) = «(я, У ) и /(ж, у) = с(ж, у). 

В случая а) след р(у) := р(у) + 1, е изпълнено 

р(у)-р(х) < а(х,у), 
т.е. не се нарушава (5.27). 

В случая б) след увеличението р(у) := р(у) + 1, е изпълнено 

р{у)-р{х) > а(х, у), 
т.е. не се нарушава (5.28). 

Аналогично в случая в) след увеличаване на р(у) с 1 е из¬ 
пълнено р(у) -р(х) > а(х,у), т.е. е изпълнено (5.28). 

Пакрая, в случая когато върхът у е оцветен, а върхът х пе 
е, са налице следните възможности: 

а ) р{у)~р(х) < а(х,у ); 

б ) Р(у)-Р(х) > а(х,у ); 

в ) Р(у) - К ж ) = а ( х , У ) и /(ж, у) = 0. 













Г) Цотоци в мрежи 

Ако е налице а), увеличението па р(.т) с 1 съхранява нера 
ленството 

Р(у)-Р(х) < а(х,у), 
т е. изпълнено е (5.27). 

Л случая б), увеличението на р(х) с 1 води до 

Р{у)-Р(х) > о(ж,у), 

т е . не се нарушава (5.28). 

Ако е налице в), увеличението на р(х) с 1 води до 

р(у)-р(х) < а(х,у ), 
т .е. изпълнено е (5.27). 

От казаното следва, че алгоритъмът за паниране па поток 
с минимална стойност формира допустим поток, който при р — 
р(1) удовлетворява условията (5.27) и (5.28). Шс обърнем вни¬ 
мание, че последното значение па р(1) (което показва цената за 
пренос на последната единица от потока между 5 и I) е дос¬ 
татъчно голямо. По този начин оптималността па намерения 
поток, определена с (5.16), гарантира оптималпост на потока, 
определен с (5.11). 

Алгоритъмът за намиране на минимален поток завършва след 
краен брой стъпки. По същество алгоритъмът свършва след 
пренос на последната единица от потока. Да припомним, че в 
началото наложихме изискването а(х,у ), т.е. цените на дъгите 
да бъдат крайни, цели положителни числа.^ Тогава очевидно и 
/;(/) ще бъде положително цяло число. Гъй като алгоритъмът 
за минимален поток изпълнява не повече от р(1) + 1 пъти алго¬ 
ритъма за търсене па максимален поток, а последният е с краси 
брой стъпки (Едмондс и Карп), то следва, че алгоритъмът за 
търсене на поток с минимална (лоинос 1 сьщо е с краен брои 
стъпки. 

Наложеното до този момент 01 рапичепие за целочисленост па 
цените п(ж, ?/) даваше възможност да раз! леждаме целочислени 
стойности р и всички маркиращи числа р{х ) да увеличаваме с 
единица. Пено е, че стойността за пренос на единица по]ок о] 
<5 до 1 може да не е цяло положително чис ло. I ова пала 1 а 15 
алгоритъма да се разглеждат и пецелочислсни сгоинос. ги^за па¬ 
раметъра р. С други думи трябва да знаем какви стойности 
да приписваме на параметъра р и какви парнелвания ще имат 
маркиращите числа. П1е покажем как трябва да се модифицира 
алгоритъмът, за да работи при произволни положителни цепи 

а (х,у)- 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритжи в графи и мрс^ Си 


Нека алгоритъмът е изпълнен за някое р = р(0- Възможни 
са следните три ситуации. 

ВАРИАНТ 1: Нека в дъгата (х,у) върхът х е оцветен, а вър¬ 
хът у пе е оцветен. Дъгата (#, у) ще бъде оцветепа в следващата 
итерация само когато (я, у) Е / (множеството на увеличаващите 
дъги) и изменението на р(у) е такова, че е налице 

р(у) - р(х) = а(х, у). 

Тъй като (5.28) не трябва да се нарушава, при (х,у) Е /, то 

р(у)-р(х) < а(х, у). 

Следователно, за да бъде оцветена дъгата (х, у) при следващата 
итерация, р(у) трябва да се увеличи с 6 (х,у), където 

(5.29) $(х,у) = а(х,у) + р(х) - р(у). 

ВАРИАНТ 2: Нека сега върхът у е оцветен, а върхът х не 
е. В този случай дъгата (ж,у) може да бъде оцветена в следва¬ 
щата итерация само ако (х,у) Е Я (множеството от намаляващи 
дъги) и изменението на р(х) е такова, че 

р{у)-р{х) = а(х,у). 

Поради (5.27), ако (х,у) Е В, то 

р(у)-р(х) > а(х,у). 

Следователно, за да бъде оцветепа дъгата (х,у) в следващата 
итерация, р(х) трябва да се увеличава с 6 (х,у), където 

( 5 - 30 ) Ч х > У) = р(у) ~ Р( х ) ~ а(х , у). 

ВАРИАНТ 3: Нека сега и двата върха х и у на дъгата (х, у) 
са оцветени или неоцветени. В този случай се полага 

(5.31) 6(х, у) = оо. 

Предвид (5.29) (5.31), да определим величината А по слсд- 

пия начин: 


(5.32) 


А = тш{^,2/)} > 0. 

(х,У) 






- По тоци в .ирежи 
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Ако дуалната променлива р[х) та всеки неоцветен връх х се 
увеличи с Д, то в следващата итерация ще бъде оцветена по¬ 
пе една нова дъга. 1акова изменение на дуалните променливи 
ще води до увеличение на. р(^) с Д. По аналогичен начин се оп¬ 
ределят следващите нараствалия па двойнствените променливи, 
като винаги се гарантира оцветяването на попе една нова дъга. 
разбира се, когато се стигне до Д = оо, е невъзможно оцве¬ 
тяването па пови дъги — текущият поток е максимален. Така 
модифицираният алгоритъм за намиране на поток с минимал¬ 
на стойност увеличава вероятността за построяване в мрежата 
па нови увеличаващи вериги. Освен това тази модификация па 
алгоритъма решава проблема след краси брой стъпки. Тъй ка¬ 
то броят па различните вериги от 5 до I е краен, а р{1) дава 
винаги сумарната цена па дъгите от някоя (.5 — I) верига, то 
р(7) ще приема краен брой различни значения — следователно 
и алгоритъмът ще приключи след краен брой стъпки. 

6. Алгоритъм на дефекта 

Ще разгледаме сега един алгоритъм, предложен от Форд и 
Фалксрсон [10], за намиране па поток с минимална стойност 
алгоритъм па оефекта. При този алгоритъм отрицателни значе¬ 
ния за цените а(х,у) ще бъдат допустими (за разлика от досе¬ 
гашното изискване за положителност на тези величини). Огра- 
пичоиието, което ще бъде наложено при използване алгоритъма 
на дефекта, е в изходния граф да не същесхвува цикъл е не¬ 
ограничен капацитет и отрицателна сумарна цена. Липсата па 
такова ограничение прави задачата несъдържателпа. Неогра¬ 
ничен брой мииавания на единици от потока но такъв цикъл ще 
води до неограничено намаляване стойността па преминаващия 

поток. 

В много практически задачи на ноюците в дъ 1 ию освен ог¬ 
раничението отгоре — /(х,у) < налаха и ограничение 

отдолу — 0 < 1 (х, у) < !(х,у), за У( Х >У)- 

Освен това за разлика от изложения вече алгоритъм за на- 
миранс на поток с минимална стойност в гози ал1ори!ьм, на- 
чалпият поток не е задължително да бъде нулев. В алгоритъ¬ 
ма неотрицателното число Цх,у), споменато по-горе, се нарича 
минимална пропускателна способност (минимален капацитет), 
а досега разглежданата пропускателна способност с(х,у) се на¬ 
рича максимална пропускателна способност (максимален капа¬ 
цитет) Вече разгледаният алгоритъм за намиране па поток с 
минимална стойност е частен случай на алгоритъма на дефекта 
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П|)И 1(х,у) = (I, :>а. У(.г,;/). 


ИДЕЯ ИЛ АЛГОРИТЪМА [I]. 


71а добавим към изходния 


граф една "възвратна. дъга” по кол го целият поток, който 

се изпраща от »** в /, обратно се връща п източника .ч. Н така /м.*- 
итрспия граф очевидно чистият поток иъ» всеки връх ще бъде 
пула. Па много места н литературата, такива, потоци се наричат 
циркулации. 

Всеки поток в изходния граф е еквивалентен на някоя цир 
куладия и обратно. На възвратната дьга (/,.ч) се полага (при 
търсене на поток с минимална, стойност) 


/(/,.ч) = <’(/,.ч) = V И Я-(/,,ч) = I). 

Ако си поставим задача, да търсим (.ч — /) поток с минимална 
стойност, който е максимален (шах. в), се прави полагането 

/(/,.ч) = (), с(/,.ч) = оо и й(/,.ч) = —р, 


където р е достатъчно голямо число. Например, р както преди 
е ио-голямо от максималната цена за (.ч- /) - преноса па е.дипица 
от потока, по мрежата. 

При така направените бележки (въведена възвратна дьга). 
можем да формулираме задача та за намиране па поток е мини¬ 
мална стойност, при ненулеви минимални капацитети па дъгите, 
като задача на линейното оигимирлие. Ще формулираме и пей 
пата дуална задача. 


Нрава задача 

( <Г) -М) ^ 1/)/(х, //) -+ 11ПП 

(*.«/) 

при ограничения за У.г 

(5.3-1) Ел*.»)-1)Л».*) = 0, 

у у 

(5.35) 1(х, у) < Д:г, у) < с(®, //), за, У(;г, у). 
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Дуална задача 

(5.36) X/ [“ с ( ж »2/)02(ж, у) + /(х, 1 /)< 71 (ж, 7/)] -*• шах 

(а:,У) 

при ограничения за У(х, ?у) 

(5.37) Р(зО “ Р(я) + < 71 (ж, у) - д 2 (х, у) < +а(х, у) 

(^•38) У\{х,у)>0 

(5-39) #7 2 (х, 2/) > 0 


Дуалната промеплива, съответна па (5.34) за върха х, сме 
обозначили с р(х), а дуалните променливи д\(х,у) и д 2 {х, у) са 
дуални, съответно на лявото и дясното ограничение в (5.35). 
Да направим сега следните полагания и предположения: 

(5.40) д\(х,у) — д 2 (х,у) означаваме с д(х,у) — променлива с 
произволен знак; 

(5.41) д(х,у) = а(х,?у) + р(х) - р(у ), за всяка дъга (х,т/); 

(5.42) .<71 (х, у) = <у(х, у) и д 2 (х,у) = 0, при д{х,у) > 0; 

(5.43) д { (х,у) = 0 и д 2 (х,у) = -д(х,у), при д{х,у) < 0. 

От условията за спрегнатост на правата и дуалната задача 
(нж. параграф 2.1) ще получим: 

(г <71 > 0 => Да, у) = 1(х,у ), 

<72 > 0 =* Дж,у) = с(х,у). 

Поради (5.11), условията (5.44) могат да се запишат така: 

(5.45) р(у) - р(х) < а(х,у) => Да, у) = /(х,у), 
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(5.46) р(у) - р(х) > а(ж, у) => Дх, у) = с(ж, у). 

(Получените условия са твърде сходни с условията (5.27) й 
(5.28)). За краткост, ако положим 

(5.47) а(ж, у) = а(ж, у) + р(х) - р(у), за всяка дъга (ж, у), 
получените условия могат да се запишат като 

(5.48) а(ж, у) > 0 => Дх, у) = /(ж, у), 

(5.49) а(х, у) < 0 =» /(ж, у) = с(ж, у). 

От казаното следва, че за да решим правата задача, трябва да 
памерим поток /(ж, у), удовлетворяващ (5.34) и маркиращи чис¬ 
ла р( ж), удовлетворяващи (5.48) и (5.49). (При това, условията 
(5.37) — (5.39) автоматично ще се изпълняват.) 

Да допуснем, че такъв поток е намерен, т.е. /(ж,у) са таки¬ 
ва, че чистият поток през всеки връх е нула и да допуснем, че 
сме приписали някакви значения па маркировките р( ж). Тога¬ 
ва всяка дъга на изходния граф може да се намира в някое от 
следните девет различни състояния: 


Състояние 

Величина иа дефекта 

(1). а(х,у) < 0 /(ж ,у) < с(х,у) 

а { х ,у)[Д х ,у)-с(х,у)} 

(2). а(х, у) < 0 Дх,у) = с(х,у) 

0 

(3). а(х,у) < 0 /(ж,у)> с(ж,у) 

Л*»у) - Ф?,у) 

(4). а(х,у) = 0 /(ж, у) < 1{х,у) 

/(®,й 

(5). а(ж, у) = 0 /(ж, у) < /(ж, у) < с (ж, у) 

0 

(6). а(х,у) = 0 Дх,у)>с(х,у) 

Я*^) - с(ж,у) 

(7). а(х, у) > 0 Дх,у)<1(х,у) 

К х ,у)~ Дх, у) 

(8). а(х, у) > 0 Дх,у) = 1(х,у) 

0 

(9). а(х,у) > 0 Дх,у) > /(ж, у) 

«С*. »)[/(*, У) — Да:,»)] 


Таблица 5.1 


Освен споменатите девет състояния, в таблицата са дадени 
и съответните, т.нар. величини но, дефектна. Те характеризират 
дефектността на дъгата — степента на неизпълнение за тази 
дъга на условията от теорема 9.2, т.е. (5.48) и (5.49). 
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С к(х,у) ще бележим величината на дефекта па дъгата (х,у)- 
Проверете, че за всяка от горните девет ситуации винаги е из¬ 
пълнено к(х, у) > 0. Ще означаваме с к сумата от дефектите 
па всички дъги на графа. Обърнете внимание и на това, не 
дъгите, за които условията (5.48) и (5.49) са изпълнени, имат 
дефект пула. В останалите случаи стойността па дефекта е по¬ 
ложителна. 


ИДЕЯ IIЛ АЛГОРИТЪМА /7у1 ДЕФЕКТА. \ Същината на ал¬ 
горитъма на дефекта е в последователното намаляване до нула 
на дефекта па някоя дъга, без това да увеличава дефекта на 
останалите дъги. По този начин дъгите на изходния граф ще 
изпълняват условията (5.48), (5.49) и алгоритъмът ще форми¬ 
ра максимален поток с минимална стойност. Намаляването до 
нула на дефекта к(х,у) се извършва чрез намаляване или уве¬ 
личаване на потока ф(х,у). 

СЛУЧАИ 1: Нека за дъгата (х,у), к(х,у) > 0, т.е. дъгата 
(х,у) е дефектна и потокът в дъгата (т,т/) трябва да се увеличи, 


за да бъде отстранен дефектът. В този случай се търси верига 
от върха у във върха х , по която потокът може да се увеличи, 
без това увеличение да влияе негативно върху дефектите на ос¬ 
таналите дъги на графа. Когато такава верига бъде намерена, 
тя очевидно ще образува заедно с дъгата (х,у) контур, по който 
може да се осъществи допълнителен пренос на поток, увелича¬ 
ващ потока по дъгата (х,у). При това не нараства дефектът 
па пито една дъга. Тези увеличения на потока се повтарят, 
докато дъгата (х,у) стане недефектна, т.е. к(х,у) = 0, или е 
невъзможно намирането на увеличаваща потока верига. Ако е 
налице последното, т.е. липсва увеличаваща верига, ” алгори¬ 
тъмът увеличава’’ маркиращите числа па някои от върховете, 
след което отново се търсят увеличаващи потока вериги ог у в 
х. Увеличаването на маркиращите числа се прави така, че де¬ 


фектът па никоя дъга пе нараства. Крайните възможни изходи 
са два: или дъгата (х,у) става недефектна, или се оказва, че в 


мрежата не съществува поток, за които 


1 (х,у) < /(х,у) < с(х,у). 


СЛУЧАЙ 2: Нега сега за отстраняването па дефекта к(х,у) > 
0 се налага потокът да бъде намален. Повтарят се действията, 

извършени в горния СЛУЧАЙ 1 , с тази разлика, че се строи 
Увеличаваща потока верига от върха х във върха у (а пе от у 
л х ). Ще дадем описание па алгоритъма. 













322 


Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ДЕФЕКТА [1]. СТЪПКА 


1 . Изберете напълно произволен поток, за които сумарният по¬ 
ток във всеки връх от графа е нула, т.е. /(х,у) удовлетворява 
(5.34), без да е задължително да удовлетворява (5.35). Избе¬ 
рете и напълно произволен пабор от стойности за маркиращите 
числа р(х) на върховете х. 

СТЪПКА 2. (Изчисляване па дефектите ) За всяка дъга (х,у) 
изчислете а(х,у) и к(х,у ), използувайки (5.47) и табл. 5.1. Ако 
дефектите на всички дъги са нула — край на алгоритъма. По¬ 
лученият поток Дх,т/) е поток с минимална стойност. В проти¬ 
вен случай преминете към стъпка 3. 

СТЪПКА 3. (Класификация на дъгите) Формирайте множест¬ 
во от увеличаващи дъги 1 и множество от памаляващи дъги К. 
За всяка дъга (х,у) ако: 

а) а(х,у) > 0 и /(х,у) < 1(х,у) или 

б) а(х,у) < 0 и /(х,у) < с(х,у), 

то дъгата (х,у) Е /. За тази увеличаваща дъга (х,у), положете 
г(х,у) = 1{х,у) - Дж,г/), при а(х,у) > 0, 


г(х,у) = с(х,у) - Д>,?/), при а(х,у) < 0. 


а) а(х,у) > 0 и /(х,у) > 1{х,у) или 

б) а(х,у) < 0 и /( х,у) > с(х,у), 

то дъгата ( х,у ) Е Я. За тази намаляваща дъга (х,у), положете 
г(х,у) = 1(х,у)~ /(х,т/), при сх(х,у) > 0, 

г ( х , У) = Дя, у) - с(х, у), при а(х, у) < 0. 

Изберете произволна дефектна дъга (х,у), т.е. за която 
к(х,у) > 0. Ако (х,у) Е /, считайте върха у за 6, а върха х 
за I и преминете към стъпка 4. Ако (х,у) Е Я , считайте върха х 
за з , а върха у за / и преминете към стъпка 4. 

(Няма дъги, едновременно принадлежащи па множеството I 
и Я , поради к(х,у) > 0.) 

СТЪПКА 4. (Прилагане на алгоритълш за търсене па максима¬ 
лен поток) За формираните в предишната стъпка множества I 







5 [[отоци в мрежи 


и я и за получените пак там г(х,у) и г(х,у), приложете алгори¬ 
тъма за търсене на максимален поток от 5 п I. Получения погок 
балансирайте с потока по дъгата, съединяваща върховете з и • 
Продължете итерационната процедура за нарастване на потока, 
докато дъгата, съединяваща върховете 5 и /, стане недефектна 
или до получаването на максимален поток. В първия случаи 
преминете към стъпка 2 , а във втория преминете към стъпка о. 

СТЪПКА 5. (Увеличение па маркиращите ‘числа) Преход към 
тази стъпка се извършва, когато в алгоритъма за търсене на 
максимален поток не могат да се построяват повече увеличава¬ 
щи потока вериги. Пека Я е множеството от оцветените върхове 
на последната итерация на алгоритъма при търсене па увели¬ 
чаваща потока верига. Да означим с Я неоцветените върхове 
при тази итерация. 

Ясно е, чс 5 е 5 и Е 5. 

Определете множествата от дъги Е\ и Е 2 по следния начин: 

(5.50) Е\ = {(а:,у)|х е 5, у е 5, п(х,у) > 0, /( х,у) < с.(х,у)} 

(5.51) Е 2 = {(у,х)|х 6 5, у е 5, а(у,х) < 0, Д у,х) > 1(у,х)} 

Ако Е 1 = 0, то положете Дх = оо. 

В противен случай, положете 

(5.52) Д1 = тп\{а(х,у)} > 0. 


Ако 7Д = 0, то положете Д 2 - оо. 

В противен случай, положете 

(5.53) Д2 = т1п{а(х, у)} > 0. 

' ' 2 


Накрая, положете 

( 5 . 54 ) Д = шт{Дь Да} > 0. 

Ако Д = оо _ край. В изходния граф не съществува допус¬ 


тим поток. 


Ако Д < ос, за всяко х 6 5 увеличете маркиращото число р(х) 

с Л, т.е. р(х) := р(х) + А- 
Върнете се към стъпка о. 
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Обосновката иа изложения алгоритъм на дефекта можете да 
намерите в [1], [10] и др. Основен недостатък на този алгори¬ 
тъм се явява произволният избор на началните стойности на 
маркиращите числе р(х). В повечето случаи няма аргументи за 
това, как трябва да се осъществи този избор това поршкога 
води до големи стойности за дефекта на някои дъги, а оттам и 
голям брой иараствапия на потока за отстраняване на дефекта. 

7. Динамични потоци в мрежа 

Досега разглежданите потоци бяха статичпи. Дъгите в из¬ 
ходния граф имаха пропускателни способности и цени. В много 
задачи се търсят потоци в мрежа такива, че всяка единица да 
премипава от източника 5 в стока /, за време, непревишаващо 
дадена стойност. На всяка дъга ( х,у ) в тези случаи се приписва 
цяло положително число а(х,у), наречено време за пренос през 
дъгата (количеството времеви интервали, необходими за пренос 
на единица поток). 

Максималното количество единици на потока, които могат да 
”влязат” в дъгата (х,у) в момента Т = 0, 1, 2,..., се обозначава 
със с(х,у,Т), т.е. времето е дискретно и Те номер на времеви 
интервал. 


Динамичен поток се нарича поток от 5 до /, при кой¬ 
то във всеки момепт от време Т, във всяка дъга ( х,у ) не 
влизат повече от с(х,у,Т) единици поток. 


Максимален динамичен поток от з до / за период от р 
времеви интервала, е такъв динамичен поток, при който 
от з до 2 за период от време р, се пренасят максимален 
възможен брой единици поток. 


ПРИМЕР 5.10. Транспортна фирма трябва да препрати в рамките на 18 
часа 135 пътника от Благоевград в Пловдив. Това очевидно се свежда до 
задача за намиране на максимален динамичен поток. Нека Благоевград е 
източникът 5, а Пловдив е стокът 1. Нека всеки град, принадлежащ на въз¬ 
можен маршрут (Велинград, Ихтиман, София, Боровец и т.н.), разглеждаме 
като връх на граф, а възможните рейсове на фирмата между населените мес¬ 
та — като дъги (ребра) на този граф. Нека времето за превоз по всяка дъга 













г Ва динамичен поток от 135 единици между Благоенград и Пловдив за период 
18 интервала от време. 

Очевидно намирането на максимален динамичен поток е по- 
сложно от намирането па максимален поток. Налага се просле¬ 
дяването на движението па всяка единица от потока, с цел във 
всеки момент от време на входа на всяка дъга да не се нарушава 
капацитетът й. Ше сведем задачата за максимален динамичен 
поток към задачата за максимален поток. 

Ако разгледаме разгърнат във времето вариант на изходния 
гра ф С - (V, Е), определен така: 

С р = (У р ,Е р ) - разгърнат граф, където 
у р = {Хг\х е V, г = о, 1,..., р}, 

Е р = {(х{,у,Жх,у)е Е , * = 0, 1,..., р-а(х,у), ] = *' + а(х, у)}, 
с(х{, У]) = с{х,у,г). 

Очевидно множеството върхове У р се получава от V след р- 
кратно дублиране на върховете и в графа О р върховете х г и у 3 
се съединяват с дъга (х г ,у 3 ), ако в С потокът протича от ® до 
у за време ?' - г. Освен това, всеки динамичен (5 - I) поток в 
графа С е еквивалентен на поток между множество източници и 

стокове в С р и обратно. 

ПРИМЕР 5.11. Пека в графа С 




Т 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритлш в графи и мрежи 


Не е трудно да се определи еквивалентният му статичен поток в разгърнатия 
по време граф (р = 5 ) С ъ . 



Статичен поток в разгърнатия гоагЬ 

Път 

Количество 

5о, аг, 63 , 1 ъ 

1 единица 

$ 1 , 02 , <4 

1 единица 

« 2 , Ьг, <5 

1 единица 


И така всеки динамичен поток в графа О е еквивалентен на 
статичен поток в разгърнатия във времето (период р) вариант 
на изходния граф. Ясно е, че алгоритъмът за намиране на мак¬ 
симален (статичен) поток в разгърнатия вариант на графа ще 
върши работа и за намиране на максимален динамичен поток. 
Оказва се обаче, че при големи р търсенето на максимален по¬ 
ток в С р изисква голям обем операции. Форд и Фалкерсон [10] 
са разработили ефективен алгоритъм специално за търсене на 
максимален динамичен поток, който ползва като подалгоритъм 
алгоритъма за търсене па поток с минимална стойност. 


ИДЕЯ НА АЛ1_ ОРИТЪМА . Ла припомним, че в алгоритъма 


за търсене на поток с мипималпа стойност се правеха последова¬ 
телно опити, от 5 до I да се пренесат максимален брой единици 
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от потока гта депа 1, 2, 3 и т.п., докато се получи максимален 
поток. Ако /1, / 2 ,-.., Д са (5 — ^-потоците, формирани при из- 
пълнетшето иа алгоритъма за търсене на поток е минимална 
стойност, го всеки от тях може да се представи като набор от 
пътиша, водещи ог 5 до Г по които се пренасят някакви коли¬ 
чества формиращи потока /,: 

/г : /г,1 5 /г',21 •••> /г, Г , (Разлагане НО, ПОТПОКП ПО ПбТППЩа) 

Да означим с П{^ броя единици па потока, които протичат по 
пътя Д; В потока /, и с а(ДД общата цена па пътя / г д. Очевид¬ 
но, за всеки път / г д- цената му не надвишава г, тъй като пътят 
възниква след прилагане па алгоритъма за поток с минимална 
стойност. 

След казаното, формалното описание па алгоритъма е след¬ 


ното. 


ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА ЗА ТЪРСЕНЕ ПА МАКСИ¬ 


МАЛЕН ДИНАМИЧЕН ПОТОК. СТЪПКА!. Считайте вре¬ 


мето за пренос по дъгите (х, у) на изходния граф за цената а(х, у) 
от алгоритъма за търсене на поток с минимална стойоност и 
приложете споменатия алгоритъм, докато получите потока Д, 
определен от (5 — I) пътищата 


Д • ! т >\1 Д 2 ? • • • 5 Д,Гр5 

по които протичат съответно Прд, п Р)2 ,..., п РуТр единици от по¬ 
тока. 

СТЪПКА 2. За ] = 1, 2,..., г р , пропуснете по всеки път Д^, 
7 ?.р^ единици от потока във всеки момент 0, 1,..., р — а (Д,Д- По¬ 
лученият след изпълнение па тази стъпка поток е максимален 
динамичен поток за р единични времеви интервали. 


Този алгоритъм по същество сс свежда до алгоритъма за 
търсене па поток с минимална стойност, в който времето за пре¬ 
нос през дъгата се използва за тегло. 

Очевидно, последният получен поток се подлага па декомпо- 
зиция — потоци по (5 — /) пътища. По всеки от пътищата се 
пропускат съответните единици поток в моментите 0, 1, 2 и т.п. 
до момента време, за които потокът все още успява да достига 
и стока / към момента р. 

Обръщаме внимание, че предложеният алгоритъм се изпол¬ 
зва само за независещи от времето входни пропускателни спо¬ 
собности. 

За повече подробности, както и за лсксикографски динамични 
потоци вж. [1]. 
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2.6. Мрежово планиране и управление 

Всеки голям крупен проект се реализира след изпълнение ц а 
определен брой етапи (операции). Например, построяването ^ 
една голяма сграда включва следните етапи (без претенции 
прецизност и изчерпателност): маркиране и почистване на те¬ 
рена, изкопни работи, нулев цикъл, изпълнение на носещи кон¬ 
струкции (кофраж, плочи, стени и ДР-), изграждане покривна 
конструкция, довършителни работи (дограми, мазилки, ел. ин¬ 
сталация, В и К, и др.), вертикално планиране и озеленяване, 
и др. 

Някои от етапите (работите, операциите) могат да се извър¬ 
шват едновременно, други — само последователно. Например, 
някои довършителни работи могат да се изпълнят едновремепно 
с озеленяването, но не може да се полага мазилка преди опера¬ 
цията "зидане”. 

Най-общо управлението на проекта се състои в това: като се 
отчита времето за изпълнепие на всяка операция и последова¬ 
телността па тяхното изпълнение, да се обезпечи своевременно¬ 
то завършване па обекта. 

Един възможен начин за описване на подобен род проблеми 
е следният: можем да разгледаме мрежа, в която всеки връх па 
графа представлява някакъв етап, а съществуването па дъга¬ 
та (х г , х 3 ) показва, че етапът г задължително предшества етапа 
]. Теглата 1 г] , приписани па дъгите, представляват минимал¬ 
ното време между началото на етапа г и началото на етапа ]. 
При тази интерпретация, очевидно теглата 1 гз са в общия слу¬ 
чай различни и освен това разглеждания граф е ориентиран и 
ацикличен. Предположението за съществуване иа цикъл води 
до възможността за повтаряне на извършен вече етап — нещо, 
което не описва адекватно практиката. 

В задачата най-често се търси минималното време за завър¬ 
шване на проекта, т.е. пътят с най-голяма дължина между вър¬ 
ха 6 (начало) и върха I (край), изобразяващ завършването пя 
всички необходими за реализацията на проекта работи. Този 
най-дълъг път се нарича критичен път, а неговите етапи опре- 
делят пълното време за реализация па проекта. Всяко забавяне 
па изпълнението на някои от тези етапи води до забавяне ия 
проекта като цяло. 

Очевидно е сходството на разглежданата задача със задача¬ 
та за намиране на най-кратък път. Нещо повече, поради очевид¬ 
ното неравенство > 0, може да бъде приложен алгоритъмът 
на Дийкстра за намиране на НКП, стига всички операции тш 
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в този ал 1 орит ьм да сс заменят е операцията гпах. Псотчи! 3 
пето обаче на специфичната структура на графа (ориентир 3 - 11 
апикличеп), прави алгоритъма в конкретния случай неефекти 
п ен, както вече споменахме. 

Възможна е и друга малко тю различна интерпретация 113 
проблема за намиране па критичен път, която пие ще изложим. 

1* Метод за намиране на критичен път 

Нека сега разгледаме ориентиран граф, в който дъгите пред¬ 
ставляват някаква операция (етап, работа), а върховете на гр а ^ 
фа някакви абстрактни събития , посочващи начало или край 
па етапа. При това графът е построен така, че ако една опера¬ 
ция е представена с дъгата (я,?/), то във върха х влизат само 
дъги, представляващи операции, непосредствено предшестващи 
дадената операция. 

По този начин всеки проект може да се представи с описа¬ 
ния граф, който се нарича Л1режови график. В него са зада¬ 
дени всички операции на проекта, времето ^(х,у), необходимо 
за изпълнение на всяка операция и операциите, непосредствено 
предшестващи всяка операция. 

В такова представяне обаче, релацията "предшестване” не- 
винаги е описана точно. За отстраняване на това се добавят 
при необходимост фиктивни дъги , които представляват фиктив¬ 
ни операции (несъществуващи операции), с време на изпълнение 

К Х >У) = °- 


ПРИМЕР 6.1. Да разгледаме следния проект: 


Операция 

Време за изпълнение 

Предшестващи операции 

~2 Г 


няма 

~В~ 


няма 

~ТГ 


няма 

~П~ 


А, В 

Е 


А, В, С - 

Е 


77, Е ' 

а 


—р 


Операциите, предхождащи операцията I), са подмножество на множеството 
операции, предхождащи операцията Е. Очевидно за да осигурим предхожда¬ 
нето на Е ог операциите А и В , се налага да въведем фиктивна (никаква) 
операция чрез фиктивна дъга (2,3), както е показано на графа по-долу. 



















В мрежовия график, фиктивната дъга (2,3) има тегло (време за изпълне 
ние), /(2,3) = 0 (теглата на всички фиктивни дъги винаги се полагат равни 
на нула). В практиката паралелните дъги понякога се заменят с една дъга 
представляваща съвместна операция. ’ 


И така, в графа, описващ отношението "предшестване” меж¬ 
ду етапите, т.е. в мрежовия график, дъгите представляват ре¬ 
ални или фиктивни операции — първите, с време па изпълнение 
1{х,у) > 0, а вторите с време на изпълнение 1(х, у) = 0. Върхо¬ 
вете па мрежовия график наричаме събития. Ще казваме, че 
събитието х е настъпило , ако всички операции, изобразяващи 
се с дъги, влизащи във върха х, са извършени. Ясно е, че 
в мрежовия I рафик не трябва да има цикли поради това, че в 
такъв случай проектът пикога няма. да бъде завършен (ние раз¬ 
глеждаме реални проекти с крайна реализация във времето) 

Отсъствието па цикли в мрежовите графици, дава възмож¬ 
ност да номерираме събитията (върховете) с числата 1 2 3. 

така че за всяка дъга (х,у) да бъде изпълнено ,т < у. Този про- 

цес се нарича топологическа сортировка па върховете. Как сс 
извършва това? * 


Топологическа сортировка на върховете в ориент! 
рани ациклични графи 1 

Ще покажем, че вън всеки ориентиран, ацикличен граф 0 
с п върха, можем да номерираме върховете с цели чие; 
от множеството {1,2, н}, така че за всяка дъга Те Е 1 

пома^ГпГ” 0 Х < У ( |юм 5 рът " а началния връх на дъгата 

по-малък о 1 номера па крайния връх). 
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> ТЕОРЕМА 6.1. Във всеки ацикличен ориентиран ?раф 
има поне един връх с нулево, полустспен на входа и поне 
един връх с нулева полустпепен на изхода. 


Доказателство: Да означим с. Р максималния ориенти¬ 
ран път 

Т - (у и у 2 ), (у 2 ,н 3 ), (у 3 ,у 4 ),..., (уь-1,уь) 

в графа О. Ще докажем, че за върха 77 полустепспта на входа 
му е нула (т.е. в него не влизат дъги) и полустепента па изхода 
па върха у к е също нула (т.е. от върха у к не излизат дъги). 

Да допуснем противното, т.е. в графа (7 съществува дъга 
(и, VI). 

Ако и / VI, н 2 ,..., у к , то ще съществува път 1\ 

Т\ : (и,Уг), (77, н 2 ),..., (у к _ 1 , у к ), 

който съдържа всички дъги на предишния път Р. Но това. про¬ 
тиворечи па условието пътя Р да бъде максимален. 

Ако и = У{, 1 < г < к, то в графа О ще има цикъл 


7 : (щ,г’ 2 ), (т/ 2 ,?; 3 ),..., ( 77 , 77 ), 


което противоречи па условието за адикличност на графа. 

И така, не съществува дъга (у/, 77 ), т.е. върха 77 е с нулева 
полустспен па входа. 

Аналогично се доказва, че у к има нулева полустспен па из¬ 
хода. < 


Доказаната теорема лежи в основата па следния алгоритъм 
за сортиране па върховете. 


ШшслииЕ ТТл 7ЛГГоШтъщ_зл топологичкекл сок. 


[ П/РОВКЛ [ СТЪПКА 1- в графа С с п пърха избороте произпо 
• г 101 [ връх с нулева полустспен па изхода (съществуването му се 
нпрантира ог теорема 6 . 1 ). Номерирайте този връх с числото 
(номер) п. Ако п = 1 — край. В противен случай -- преминете 
стъпка 2. 

СТЪПКА 2. Отстранете от графа този връх и инцидентните 
( но го дъги. Означете повия граф с 0 и н .= п 1 . Преминете' 
към стъпка 1. 





















За по-голяма простота ще разглеждаме проекти, и чиито мр е . 
жови графици има точпо едно събитие което няма предшества¬ 
щи (в което не влиза пито една дъга) и точно едно събитие, 
от което не излизат дъги. Тези събития ще наричаме съот¬ 
ветно начално и крайно събитие, ще ги бележим със а и *, По 
аналогия с понятията източник и сток на мрежата. В мрежи с 
единствено начало а и край «, тонологичната сортировка можете 
да извършите и така. 


Топологична сортпировка. Присвоете па събитието з по- 
мер 1. Следващия номер присвоете па произволен нено¬ 
мериран връх, за който всички предшестващи събития са 
вече номерирани (поне едно такова събитие съществува, 
поради ацикличността на графа). Повторете това, дока- 
то всички събития бъдат номерирани. Очевидно край¬ 
ното събитие I ще получи последния, най-голям номер п 
(п е броят на върховете). 


ПРИМЕР 6 . 2 . Да се номерират топологично върховете (събитията) в след¬ 
ния граф: 



Номерирайте началното събитие 5 с 1. Единственото събитие, което може 
да се номерира след това, е събитието А. Номерирайте А с 2. След това, както 
събитието а, така и събитието с, могат да бъдат номерирани с 3 . Номерираме 

върха а с 3 . Номерираме върха с (или 6) с номер 4. Номерираме Ь (или с) с 
5 . Накрая номерираме върха < с 6. у к ' 

Очевидно е, че топологичната сортировка на върховете в об¬ 
щия случаи може да се извърши по различни начипи. 

Нека^ анализираме сега мрежовия график, с цел да разберем 
кога наи-рано или най-късно ще бъде завършел проектът, опи¬ 
сан с него. Важно е да определим кои операции (етапи) се явя¬ 
ват критични за неговата (своевременна) крайна реализация. 
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Да означим с Е(х) най-ранния срок от всички възможни сро¬ 
кове за настъпване па събитието х е V (от Еат1и). 

Да означим с Цх) най-късния срок за настъпване па съби¬ 
тието х (от м е$1 (т)), който позволява своевременното 

.„,, иптттане иа ппоектя 


завършване иа проекта. 

/// ИМЕР 0.3. Ла с( определи най-ранният срок за настъпване на събити- 
с ц следния граф. * 


сто с 


Е(а) 


Е(Ь) 



Тъй като събитието с се предшества непосредствено от събитието а, то 
времето за нарастване на събитието с не може да бъде по-малко от 

Л(я) Т с) = 3 + 1 = 4. 

В същото време, събитието с се предхожда и от събитието Ь, следователно 
времето за настъпването на събитието с не може да бъде по-малко от 

Е{Е) -|- /(/>, с) = 2 + 3 = 5. 

По този начин за Е(с ) получаваме 

Е(с) — тах{4, 5} = 5. 

От пример 6.3 е ясно, че в общия случай, в даден граф С = 
(К,Я), за събитието у 

(6.1) Е(у)= тах Шх) + 

х:(х,у)€Е 


ПРИМЕР 6.4. Ла се определи най-късният срок за настъпване на събити¬ 
ето а п следния граф: 



{( а ,с)=3 


Цс) = 18 
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Събитието я предшестпа събитието Ь, следонатслно времето за настъпване 
на а не трябва да надхвърля 

Ь(Ь) — ((а, Ь) =10. 

Едновременно с това, събитието я предшества и събитието с, поради което 
времето за настъпване на а не трябва да надхвърля и 

Цс) — 1(а, с) = 18 — 3 = 15. 

Следователно, за 1 (я) получаваме 

Ь(а) = тт{10, 15} = 10. 

От пример 6.4 е ясно, че в общия случай при даден граф С = (V, Е), за 
събитието I имаме 

(6.2) Цх)= т'т {Цу)-1(х, у)}. 

у:(х,у)еЕ 

Разгледаните два примера, в частност (6.1) и (6.2), дават 
възможност да формулираме следните два алгоритъма. 

3. Разчет на най-ранните срокове за настъпване на съ¬ 
бития 


СТЪПКА 1. Извършете то- 
пологическа сортировка на върховете в графа С = (И, Е), т.е. 
номерирайте събитията с числата 1 , 2 , ..., п (п = |И|), така, че 
за всяка операция (дъга) (х,у), да бъде изпълнено х < у. 

Присвоете па върха с номер 1 пай-ранеп срок 0, т.е. Е( 1) = 0. 
СТЪПКА 2. За всяко у = 2, 3,..., п, определете 

Е(у)= шах Щх) + 1(х,у)}. 


ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА. 


4. Разчет на най-късните срокове 


ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА. | СТЪПКА 1. Извършете то- 


пологична сортировка на върховете в графа С = ( У,Е ), т.е. но¬ 
мерирайте събитията с числата 1 , 2 ,... п (п = |И|)’ така че за 
всяка операция (дъга) (х,у), да бъде изпълнено х < у. Ноложе- 
^((0 — кьдсто Т е времето за завършване иа проекта. 
СТЪПКА 2. За всяко х — п — 1 , п — 2, ..., 3 , 2 , 1 , определете 

Цх)= щ М Шу)-1(х, у)}. 

у:(х,У)бЕ 
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бити* 


ПРШ1Е1 6.о Ла се начислят най-ранните срокове за настъпване на съ- 
иятй от следния мрежони ррафик* 


В(3)=Т 



Чсрт. 2.4 

След прилагане на алгорит г ьма за топологична сортировка, ще получим 
номерация па върховете, както е показано на графа 

СТЪПКА 1. Е( 1) = о. 

СТЪПКА 2. Е( 2) = Е(1) + <(1,2) = 0 + 3 = 3. 

Е( 3) = Е( 2 ) + 1(2, 3) = 3 + 4 = 7 . 

Л( 1 ) = шах{Д(3) + /(3,4), Е(2) + /( 2 , 4 )} = шах{ 8 , 5 } = 8 . 

Е(5) = шах{ Е(4) + /(4,5), Е(\) + /,( 1 ,5)} = тах{ 10 , 1 } = 10 . 

Л( 6 ) = шах{ Л(3) + /(3, 6 ), ад+ <(4, 6 ), ад+ /( 5 , 6 )} = 

= тах{10, 13, 16} = 16. 

Очевидно е сходството па алгоритъма за разчет на най-ран- 
питс срокове сьс задачата за търсене па най-дълъг път в ори¬ 
ентиран ацикличен граф. Маркиращите числа Е(х), получени 
в разчета, дават дължините на най-дългите пътища от начал¬ 
ния връх I до върха х. Н частност Е(п) дава дължината па 
най-дългия път от източника, з до стока I. Ако замените опера¬ 
цията шах в разчета за най-ранните срокове с операцията ппп, 
Ще получите ли алгоритъм за търсене на най-кратък път между 
източника и стока I в ориентиран ацикличен граф? (Има ли 
значение броят па източниците и стоковете?) 

П графа от пример 0.5, Е( 6) = 10 е дължината па най-дългия 
път между върховете 1 и 6. Самият път, т.е. дъгите, които го 
образуват, могат да бъдат намерени с последователно връщане 
01 последния връх към първия. Най-общо, започвайки от върха 

1 п. полагаме па всяка стъпка х ] равен на такъв връх у г , за 
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КОИТО 

като правим това, докато не стигнем началния връх, т.е. у г = 1, 
В пример 6.5, това е пътят V 

Р: (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,0). 

Ако теглата па дъгите интерпретираме като дължини, дъл¬ 
жината на този път ще бъде равна на 6) = 16. 

ЗАДАЧА 6.1. За дадения по-долу мрежови график, да се намери: 

а) разчет за най-ранните срокове 7(Х); 

б) разчет за най-късните срокове 7(Х), при 7,(9) = 16. 


1,2 7,7 9,11 



Решение: а) Една от възможните топологични номерации на събитията е 
тази от черт. 2.5. 

СТЪПКА 1. Е(\) = 0 . 

СТЪПКА 2. Е{ 2 ) = 0 + 1 = 1 . 

Е( 3) = 0 + 2 = 2 . 

7(4) = шах {1 + 1 , 0 + 3} = 3 . 

7( 5) = 3 + 4 = 7. 

7(6) = тах{7 + 1 , 3 + 2} = 8 . 

7(7) = тах {8 + 2, 0 + 1 , 2 + 1 } = 10. 

7(8) = 7 + 2 = 9. 

7(9) = тах{9 + 5, 7 + 3, 8 + 5, 10 + 0 } = 16. 

I ешение 6). Условието 7(9) = 7(9) = 16 означава, че проектът трябва да 
бъде завършен възможно най-рано. 
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СТЪПКА 1. Ь( 9) = 16. 

СТЪПКА 2. 1(8) = /,(9) - /(8,9) =16-5=11 
Ь(7) = 7,(9) -/(7,9)= 16-6= 10 

/,(6) = ш1п{1(9) — <(6,9), 1(7) — /(6,7)} = ипи{16 — 5, 10-2} =8. 

Ь(5) = тш{1(8) - /(5,8), 1(9) -/(5, 9), 1(6) -/(5,6)} = 

= тт{11— 2, 16 — 3, 8 — 1} =7. 

Х(4) = тт{Цб) —/(4, 6), Х(5) — /(4, 5)} = тт{8 — 2, 7 — 4} = 3. 

1(3) = Х(7) - /(3,7) = 10 — 1=9. 

1(2) = 1(4)-/(2,4) = 3-1 =2. 

/,(1) = тт{1(2) — /(1,2), 1(4)-/(1,4), 1(7)-/(1,7), 1(3) - <(1,3)} = 

= тт{2 — 1, 3-3, 10-1, 9 - 2} = 0. 

Следователно, завършването на проекта към момент от време 16 води до 
необходимост да се стартира в момент от време нула. 

ЗАДАЧА 6.2. За мрежовия график от пример 6.5 да се определи разчет 
на най-късните срокове //(х), х = 1, 2, 3, 4, 5, при Х(6) — 16. 

Отг.: Цх) = Е(х ) за I = 1, 2, 3, 4, 5 (Защо?) 


'АНАЛИЗ И КОМЕНТАРИ.} (1). Пай-раннияг срок Е(х) за 

" 1 11 ^ 1 - --- _.«гтплттто ТТНк ТТ- 


настъпвано на събитието х мЗже да се интерпретира като дъл¬ 
жината на най-дългия път от началното събитие 1 до събитие¬ 
то ” Очевидно, разликата Цп) - Цх) може да се интерпретира 
като дължина Д най-дългия път от събитието , до крайното 

събитие п. 

(2). Ако Цп) > Е(п ), то за всяко събитие х 

Цх) > Е(х). 


,•>) Увеличението на крайния срок Цп) за завършване па 

проекта с I единици води до «' ало ‘^ ' , 

останали най-късни срокове (- )? ’ ’ 

(4) Алгоритмите за разчет па най-ранни и най-късни сро¬ 
кове са седТа и съща сложност, тъй като и двата алгоритъма 
коне са с една и биоане (или изваждане) за всяка дъга 

изискват Тоис «а -аксимум (или минимум), 

и една операция 1ьрсеш- 
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(5). Пълен резерв от време. Всяка операция (етап) ( х,у ) за¬ 
почва да се изпълнява пе по-рано от момента Е(х) и завърш¬ 
ва не по-къспо от момента Ь(у). Следователно максималното 
време, което може да се отдели за нейното изпълнение, без то¬ 
ва да влияе па своевременното завършване па целия проект, е 
Ь(у) — Е(х). Тогава максималното закъснение при изпълнението 
на тази операция, което е допустимо (без да води до закъснение 
на изпълнението на целия проект) е 

(6.3) Ь(у) - Е(х) - 1(х } у). 

Например, в мрежовия график от черт. 2.5 операцията (5.9) 
започва да се изпълнява не по-рано от седмия ден и може да 
завърши не по-късно от шестпадесетия ден (моментите от вре¬ 
ме могат да се иптерпретират като дни, седмици, часове и т.н.). 
Следователно максималното време, което може да се отдели за 
нейното изпълнение (без промяна на крайния срок за изпълне¬ 
ние на проекта), е 16 - 7 = 9 дни. Тъй като времето за изпъл¬ 
нение на самата операция е 3 дни, допустимото закъснение при 
изпълнение па тази операция е 9 — 3 = 6 дни. 

Величината Ь(у)- Е(х)-1(х,у) се нарича пълен резерв от вре¬ 
ме за изпълнение на операцията (х,у). 

(6). Свободен резерв от време. Нека сега поискаме операция¬ 
та (х,у) да бъде изпълнена до момента Е (у). Тъй като нейното 
изпълнение може да започне пс по-рано от момента Е(х), то 
Е{у) ~ Е^х'} е максималното време за нейното изпълнение, което 
не води до допълнителни времеви ограничения на последващите 
операции. 

Тъй като времето за изпълнение па операцията (х,у) е 1(х у) 
то величината 4 ’ ' к 

(6-^) Е{у) - Е(х) - 1(х, у) 

определя максимално възможното закъснение, при изпълнение 

па тази операция (а, у), невлияещо върху изпълнението па пос¬ 
ледващите операции. 

Величината (6.4) се нарича свободен резерв от време за из¬ 
пълнение на операцията (х,у). 

{()• Величините, определени в (6.3) и (6.4), са неотрицател- 
От (6.3) и (6.1) следва 

1{у) - Е(х) - 1(х, у) = Цу) - [Е(х) + 1(х, у)] > Ь( у ) _ Е (у). 






зз?) 


гу ъ й като Ь(у) > Е (у) следва Цу) - Е (у) >0, т.е. 

Цу) - Е(х) — /(я, у) > 0. 

()т (6.4) и (6.1) следва, че 

Е(у)- Е(х)~ /(*,?/) > 0. 


(8). Независим резерв от време. Да допуснем се^а, че ОПС Р^ 
пията (х.у) започва да се изпълнява възможно най-къс по, ■ - 
и момента Цх) и завършва възможно иай-рано, т.е. в 
р( у ) ]3 този случай за изпълнение на операцията (ж,?/) ' 

да се отдели не повече (т.е. максимум) от Е(у) - Ь(*) ^пии 
време, без това да води до допълнителни времеви 01 Р^ 1 в0 _ 

па която и да е операция (етап) от проекта. Следова - 

личипата 

(0.5) Е(у)-Цх)-Цх,у) 

лапа максималното закъснение, допустимо при изпълнение на 

г гящ й’— 

зерв от време за изпълнение на операцията (.1,7) с 


Е(7) - 1(3) - 1(3, 7) 


10 — 9—1 = 0. 


Кога то независимият резерв от време е отрицателен, това оз- 
яч ^”а чо ,^я”о закъснение при изпълнението на гази операция 
оди до допълнителни времеви ограничения за изпълпениеи па 

руги операции. 

( 9 ) От начина, но който са дефинирани величините (0.3), 
и) и (6.5), и поради 1(х) > Е(х), следна 

С) Цу) - Е(х) - 1(х,у) > Е{у) - Е(х) - 1(х, у) > Е(у) - Цх) - Цх,у). 
(пълен резерн) (свободен резерв) (независим резерв) 

.'{а мрежовия график от черт. 2.5, стойностите на трите ре- 
риа съответно са: 
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Цу)-Е(х)-1(х,у) 

Е(у)-Е(х)-1(х,у) 

Е(у) — ^(* г ) 


Операция 

Пълен 

Свободен 

Независим 

Крити¬ 


резерв 

резерв 

резерв 

чен път 

(1.2) 

2 — 0 — 1 = 1 

1 - 0 - 1 = 0 

1 — 0 — 1 = 0 


(1,4) 

3 - 0 - 3 = 0 

3 - 0 - 3 = 0 

3 - 0 - 3 = 0 

* 

(1,7) 

10 — 0—1 = 9 

10-0-1 = 9 

ю - 0 - 1 = 9 


(1,3) 

9-0-2 = 7 

2 - 0 - 2 = 0 

2 - 0 - 2 = 0 


(2,4) 

3 - 1 - 1 = 1 

3-1- 1 = 1 

3 - 2 - 1 = 0 


(3.7) 

10 - 2 - 1 = 7 

10 - 2 - 1 = 7 

10 — 9 — 1 = 0 


(4,5) 

7 — 3 — 4 = 0 

7- 3 - 4 = 0 

7 3 - 4 = 0 

* 

(4,6) 

8—3—2=3 

8 — 3 — 2 = 3 

8 — 3 — 2 = 3 


(5,6) 

8 - 7 - 1 = 0 

8 - 7 - 1 = 0 

8-7-1 = 0 

* 

(5,8) 

11 - 7 - 2 = 2 

9 - 7 - 2 = 0 

9 - 7 - 2 = 0 


(5,9) 

16-7-3 = 6 

16-7-3 = 6 

16 - 7 - 3 = 6 


(6,7) 

О 

II 

1 

00 

1 

о 

г-Н 

10-8-2 = 0 

10-8-2 = 0 

* 

(6,9) 

16-8-5 = 3 

16-8-5 = 3 

16-8-5 = 3 


(7,9) 

16 - 10 - 6 = 0 

16 - 10 - 6 = 0 

16 - 10 - 6 = 0 

* 

(8,9) 

16-9-5 = 2 

16 - 9 - 5 = 2 

16 - 11 - 5 = 0 



Операция, па която пълният резерв от време е нула (от (6.6) 
следва, че и свободният и независимият резерв също са таки¬ 
ва), се нарича критична операция. Това е операция, при изпъл- 
пепието на която всяко закъснение води до закъснение иа целия 
проект. Тези операции, които не са критични, допускат закъс¬ 
нения, непревишаващи пълния резерв, без това да влияе върху 
крайния срок за изпълнение на проекта. Ако Ь(п) = Е(п), всяка 
операция от най-дългия път между началното и крайното съби¬ 
тие на мрежовия график се явява критична , а пътят, състоящ 
се само от критични операции, се нарича критичен П 5 т ( Е(п ) е 
дължината на пай-дългия път). Досега предполагахме, че вре¬ 
мето за изпълнение на една операция е известно и е ^(ж,?/). В 
действителност трябва да се отчита, че продължителността за 
изпълнение на една операция е неопределена. Има разработен 
метод РЕШ (Рп^ес! Еуа1иа1юп ДезеагсЬ Тазк, на други места в 
литературата Рго^гат Еуа1иа1юп Деую\у ТесЬпщие), който пов¬ 
таря изложепия тук метод на критичния път СРМ (СгШса1 Ра1Ь 
Ме11юс1) с тази разлика, че времената са очаквани, а не детерми- 
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] 1 Ир аНИ ‘ изчислеиис иа тези времена се използват три оценки 

[ 1 ]: 

0 — оптимистична оценка за времето па изпълнение; 
р -— песимистична оценка за времето на изпълнение; 
ц -— реалистична оценка за времето на изпълнение. 
Очакваното време за изпълнение на операцията се оценява 


като 


0 Р 4 

7 + 7 + Т Л 

() 6 0 


Дисперсията на времето за изпълнение па операцията се за¬ 
дава с {^р~) • Прилагането на метода па критичния път в този 
случай води до резултати, които са очаквани — Е(х) е очаква¬ 
ният най-ранен срок, Е(х) е очакваният най-късен срок за изпъл¬ 
нение на събитието т, а Е(п) е очакваният пай-ранен срок за из¬ 
пълнение на проекта. Действителният най-ранен срок за изпъл- 
пение на проекта се счита за нормално разпределена случайна 
величина с математическо очакване Е(п) и дисперсия, равна на 
сумата от дисперсиите на операциите от най-дългия път между 
началното събитие и крайното (ако има няколко такива пъти¬ 
ща, се взема пътят с максимална сума па дисперсиите). Това 
предположение дава възможност да се направят вероятпостни 
оценки па реалното време за завършване на проекта. В метода 
РЕКТ хипотезата за нормално разпределение па действително¬ 
то време за завършване иа проекта е толкова по-съдържателна, 
колкото времената за изпълнение па отделните операции са по- 
малко статистически зависими. 

Друга особеност иа метода РЕДТ е, че той решава задачи за 
олтимиране, при които не се отчитат наличните ресурси, както 
и необходимостта от ресурси за всеки отделен етап. С помощта 
на метода се намира критичен път, след което се прави такова 
разпределение иа ресурсите по етани, което позволява закъсне¬ 
ния само в етапи, непринадлежащи на критичния път. Задача¬ 
та, при която се отчитат ограниченията на ресурсите още на 
стадий планиране, е доста по-сложна и трудна за решаване. 


5. Проекти с минимална стойност 

От досегашните разглеждания става ясно, че при управле¬ 
ние изпълнението на даден проект, проблемът е в оптималното 
разпределение на закъсненията върху пекритичпите операции 
(закъсненията при критичните операции са недопустими — на¬ 
рушават своевременното изпълнение иа проекта). Да предно- 
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ложим, че стойността за изпълнение на всяка операция (ж,у) е 

(6.7) К(х,у)~ к(х,у)Л(х,у), 

където К(х,у) е произволна константа, а к{х,у) е положителен 
коефициент, т.с. с увеличение иа времето за изпълнение па опе¬ 
рацията с единица, стойността й се намалява с к(х у у). Освен 
това, нека за времето на изпълнение иа дадена операция имаме 
ограниченията 


( 6 . 8 ) 


г(х,у) < 1(х,у) < а(х,у). 


Предположението за линейност на функцията (6.7) в много слу¬ 
чаи е резонно. 

И така проблемът е какво време 1(х,у) да определим за из¬ 
пълнение на операцията (т, ?/), така че стойността за изпълпение 
на проекта да е минимална, като се спази даденият краен срок 
Т за изпълнепие на проекта. 

Това означава да се намери оптимално време р(ж) за възник¬ 
ване па всяко събитие х , така че да са изпълнени условията: 


(6.9) р(1) = 0, р(п) = Т и р(у) - р(х) > т(х , у). 


Иремсю /(т, ?/) за изпълнение на всяка операция ще се избира 
възможно максимално, т.е. 

( с - 10 ) 1{х,у) = тт{з(х,у), р(у)-р(х)}. 


Като задача па линейното оптимирапе, задачата за определя¬ 
не продължителността на всяка операция при минимална стой¬ 
ност па проекта има следния модел: 


(6.11) У>Ф,2/) - к(х,у).1{х,у)} - щщ 

(*.») 


при условия 

( 6 . 12 ) Р( п )-р(1)<Т, 

(6.13) Р(у)-Р(х)-Цх,у)>0, за У(х,у), 


г(х,у) < 1{х,у), за V( 1 , 1 ,), 


(6.14) 
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(6.15) у) = з(х , у), за \/(я, у). 

Ще дадем начин за решанаие па тази задача, предложен от Фал- 
керсон ([10]), който използва разгледания вече алгоритъм па 
дефекта за намиране па поток с мипималпа стойност. 

За целта, в мрежовия график С = (У,Е) се правят следните 
промени, за да се получи модифициран мрежови график 63 = 
(УиЕ г ). 

1. Въвежда се възвратна дъга (п, 1) 6 Е\, с Дена а(п , 1) = Ти 
пропускателна способност с(п, 1) = ос. 

2. Всяка дъга (операция) (х,у) се заменя с две дъги 

6 1? 1 и 

съответно с цепи 

а(х,у) { = -з(х,у) и а(х,у) 2 = 
и пропускателни способности 

с(ж,у )1 = к(х,у) и с(х,у) 2 = 0 о. 


> ТЕОРЕМА 0.2. Ако Р(х) са маркиращите числа на вър¬ 
ховете, получели след прилагане на алгоритъма на дефекта 
за графа 63, то 

р(х) = Г(\) - р(х) 

са оптималните времена (моменти) за настъпване на, съ¬ 
битието х. < 


ПРИМЕР в 6 [1] Да се определят оптималните моменти за настъпване па 
събитията и оптималните нродължитслности за изпълнение на операциите н 
следния мрежов график: 



2 
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2 < ((1,2) < Н, Л(1,2) = 1, 

5 <((1,3) <10, к{ 1,3) = 8, 

1 < ((2,3) < 4, Л(2, 3) = 6, 

4 < ((2,4) < 8, Л(2, 4) = 7, 

6 < ((3,4) < 8, Л(3, 4) = 5. 

Срок за изпълнение на проекта, Т = 15. 

Модифицираме дадения мрежони график, както бе указано по-горе. Полу- 
чаваме следния мрежови график С\. 



В този мрежови график първите числа са цени, а вторите са пропускателни 
способности. 

За модифицирания граф С\ се прилага алгоритъмът на дефекта за на¬ 
миране на поток с минимална стойност. Резултатът от прилагането на този 
алгоритъм е следният: 



з 


В последния получен граф са показани потоците в дъгите и двойнствените 
променливи Р(х) (маркиращите числа) на всеки от върховете, след като ал¬ 
горитъмът на дефекта е приключил своята работа. Това дава възможност с 
помощта па теорема 6.2 и (6.10) да определим оптималните моменти за нас¬ 
тъпване на всяко събитие и оптималната продължителност за изпълнение на 
операциите. 
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Оптимални моменти за настъпване на събитието; 

Р{ 1) = Р{\)-Р(\) = 0, 

Р( 2) = /'(1) - Р( 2) = 0 - (-5) = 5, 

7 )(3) = Р(1) - Р( 3) = о - (-9) = 9, 

Р(4) = / , (1)-Р(4) = 0-(-15) = 15. 
Оптимална продължителност за изпълнение на операциите: 

^(1,2) = тт{ 5 (1,2) | р(2) - р(1)} = тт{8, 5 - 0} = 5, 

<(1,3) = 1тп{а(1,3), р(3) - р(1)} = тт{10, 9 - 0} = 9, 
/(2, 3) = тт{а(2, 3), р( 3) - р(2)} = тт{4, 9 - 5} = 4, 
<(2,4) = тт{а(2,4), р(4) - р(2)} = тт{8, 15-5} = 8, 

<(3,4) = гп1п{5(3,4), р(4) — р(3)} = гтп{8, 15 — 9} = б. 


6. Обобщени мрежови графици 

Сега накратко и информативпо ще направим някои бележки, 
свързани е възможността разглежданите досега мрежови гра¬ 
фици да бъдат обобщени. 

Твърде често практиката поставя проблеми, които не могат 
адекватно да бъдат описани с графиците, които разглеждахме 
досега. Например, невипаги е задължително да се изпълняват 
всички операции на даден проект. Представете си, че в една 
автомобилна компания има мрежови график, описващ всички 
операции по сглобяването на автомобила и отношението пред¬ 
шестване. 

Ясно е, че операции от тип ”екстри” (по желание на клиен¬ 
та) като монтаж на въздушна възглавница, допълнителен ре¬ 
зервоар, допълнителна арматура па купето, монтаж па бордови 
компютър и т.н. не са задължителни. 

Освен това, досегашното предположение в мрежовия график 
всяка операция, започваща след събитието г, да се изпълнява 
при условие, чс сн изпълнени всички предшестващи това съ- 
битие операции, не винаги е съдържателно ограничение. Мно¬ 
го често изпълнението па попе една предшестваща събитието 
х операция е достатъчно основание за извършването па, опера- 
ции, последващи събитието х. Това е причината, която налага 
дефинирането на обоощвни мрежови графици. 1ова са мрежови 
графици, в които съществува диференциация на върховете, т.е. 
разглеждат се върхове от различен тип, които се наричат раз- 
р ставащ и възли (РИ). Всеки РВ се характеризира с условията, 
които се налагат на дъгите (операциите), инцидентни с него. 
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а) конюнктивеи вход — събитието, съответстващо па даде¬ 
ния РВ, се счита за настъпило, ако са изпълнени всички 
влизащи в РВ операции ; 

б) дизюпктивеи вход — събитието, съответно на дадения РВ, 
се счита за настъпило, ако поне една от влизащите в РВ 
операции е изпълнена) 

в) алтернативен вход — събитието, съответстващо на даде¬ 
ния РВ, се счита за настъпило, ако е изпълнена точно една 
от влизащите в РВ операции. 

На операциите, излизащи от РВ, е възможно да бъдат нало¬ 
жени следните две ограничения: 

а) детерминиран изход — след сбъдване на събитието, съот¬ 
ветстващо па даден РВ, се изпълняват всички излизащи от 
възела операции) 

б) вероятностен изход — след сбъдване на събитието, съот¬ 
ветстващо на дадепия РВ, се изпълпява точно една изли¬ 
заща от възела операция. 

Очевидно, при така наложените ограничепия на инцидентни¬ 
те с възела операции съществуват шест различни типа разре¬ 
шаващи възли (РВ). 1 рафично те могат да се изобразят така: 


Вход 

Изход 

конюнктивеи 

дизюпктивеи 

алтернативен 

детерминиран 


0 

о 


о 

вероятностен 

( 

0 > 

о 


к> 


За разлика от досегашните мрежови графици, в които се за¬ 
даваха само времената 1(х,у) за изпълнение на всяка операция 
{Х, у), при обобщените графици се задава и вероятността р(х,у) 
















в. Мрежово планират: и \ 



за изпълнение на всяка опоп-шма ( „ \ 

след появяване на събитието гп , ( — топа 0 вероятността 

Г1 _ мт г ял Вл тю Исто ’ с ьотпетстващо па разрешанащия 

^гллтглтгмплтт м^упп г, а операцията (я ?у). При възли о: с де- 
терминиран изход, вероятността р(х,у) = 1 и опооанията (у «) 

ЗаДЪЛЖИТСЛНО СС изпълнят и м у; ош.радия 1Л 

Т сумптя г^г т,гз [ нва. При ВЪЗЛИ X С ВОрОЯТНОСТСВ из- 

Х ° г 7га г, а7ТМИП ^ ОЯ1 1 1Юстит< ' ма излизащите от х операции не 
тряова да надминава ]. 1 


Ш ^ Р а?г Я(.дамс следния обобщен мрежопи график 



Разрешаващият възел 1 има детерминиран изход, следователно за опера¬ 
цията (1,2), />(], 2) = 1, т.е. операцията трябва да бъде изпълнена. 

Възлите 2, 3, 4 и 5 имат кошонктивен вход, т.е. съответните на тях съ¬ 
бития се сбъдват, ако са изпълнени всички входящи в тях операции. След 
настъпване на всяко от събитията 2, 3 и '1, които са с исроятностен изход, се 
изпълнява точно една излизаща от събитието операция. Например, след нас¬ 
тъпване на 3 се изпълнява с вероятност 0,8 операцията (3,0) или с вероятност 
0,2 операцията (3.5), но само една от тези две операции. 

Събитието, съответстващо на възела 0, настъпва точно когпто едната от 
операциите (3,6) и (4,0) е изпълнена (то не настъпва, когато едновременно 
двете операции са изпълнели или и двете не са изпълнени). 


]] досегашните мрежови графици събитияхп рало ИЛИ КЬ ( I го 
настъпваха. При обобщените 1 рафици юва пс с зад 1 >лжи 1 слно, 
поради възможността някои операции да не се изпълнявах. 1ова 
означава че е възможно проект ьх да пе завършва в разреша- 
ваш възел а да завършва след изпълнение на някоя операция. 
В обобщения мрежови график от пример 0.7 се вижда, че ако 
бъдат изпълнени операциите (3,6) и (4,6), събитието, съотнет- 
стващо па възела 6, няма да настъпи. 

Възможни са опростявания в обобщения мрежови график, ко¬ 
ито ще илюстрираме със следния пример. 











348 


Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 



Очевидно, опростените графици са еквивалентни на изходните и съдържат 
по-малко операции. 


Съществуването на различни възможности за завършване па 
проекта прави интересен въпроса за познаване на всроятпостите 
за сбъдването па събитията в обобщения мрежови график или 
вероятностите за реално изпълнение на операциите, както и ма¬ 
тематическото очаквапе па времето за появяване па настъпващи 
събития. Изчисляването на тези вероятности и математическо¬ 
то очакване е свързано с редица трудности, при наличието на 
възли с вероятности изходи. Съществуването на такъв възел 
води до статистическа зависимост, което прави неприложими 
традиционните правила за изчисление, предполагащи статисти¬ 
ческа независимост. Например, за сбъдване на събитието 5 от 
пример 6.7 е необходимо да бъдат изпълнепи и двете операции 
(3,5) и (4,5). Вероятността за сбъдването на операцията (3,5) 
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' разполагане па обекти 

е п 1 п’1^— ^ в ®Р 0 ^ 110стта Да бъде изпълнена операцията 

(4,5) е Р>' ■ ’ — ’ • пръв поглед, вероятността за сбъд¬ 

ване на събитието о е 0,14.0,12 = 0,0108. В действителност 
обаче това не с^зака. Събитието 5 никога не настъпва, защото 
опсраЦ иите КНо) и (4,о) не се явяват статистически независи¬ 
ми. 1ези две операции (3,5) и (4,5) се изпълняват само когато 
едновременно са изпълнени операциите (2,3) и (2,4), което е не¬ 
възможно поради това, че събитието 2 е с вероятностен изход, 
т.е. след неговото настъпване се изпълнява само една от опера- 
диите (2,3) и (2,4). Дори опитите за промяна в дефинирането 
на разрешаващ възел с вероятностен изход като възел, чисто 
сбъдване води до изпълнението па няколко излизащи от него 
операции, водят до изчислителни трудности. Тези трудности 
отново са свързани с отсъствие па статистическа независимост. 

Накрая, при обобщените мрежови графици ситуацията се ус¬ 
ложнява допълнително и от възможността да съществуват цик¬ 
ли в някои проекти има операции, изпълнението па които 
трябва да се повтаря докато не бъдат изпълнени правилно (опе¬ 
рацията полагане на покрития в строителството и автомобилос¬ 
троенето може да се наложи да бъде извършена многократно). 

Повече йнформация за обобщени мрежови графици може да 
намерите в [32], [33], [34] и др. 

2.7. Разполагане на обекти 

В много случаи практиката поставя следния тип проблеми: 
как да се разположат обекти (центрове за медицинска и пътна 
помощ, заводи, складове, телефонни централи, магазини и др.) 
в структурата на даден град, област или държава, така че това 
разположение да бъде оптимално. Критерият за онтималпост 
може да се състои в минимизиране па разстоянието или време¬ 
то за достигане до съответния обслужващ обект (или обекти). 

Най-общо казано, се налага да се решават задачи за "най- 
добро” разположение в графи и мрежи. Ние ще разгледаме за- 
Д а чи, при които обектът се разполага във върховете или върху 
Дъгите (ребрата) на графа. 

Една възможна такава задача е този обект да се разполо¬ 
жи така, че да се минимизира разстоянието до най-отдалечепия 
н Ръх на графа - оптимизация на ^най-лошия вариант”. 

Модификация па тази задача е задачата, при която във вър- 
х °ветс или върху дъгите на графа трябва да се разположат 
няколко обекта. При тази задача най-отдалечеиият връх па 
'РДфа трябва да се намира поне от един пункт за обслужвано 
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на минимално възможното разстояние - оптимизация на разс¬ 
тоянието от произволен връх на графа до най-близкия пункт за 
обслужване. 

Задачи от този тип се наричат мипимпксии задачи за разполо¬ 
жение. Местата за разположение на пунктовете за обслужване 
в тези задачи се наричат центрове па графа. 

В други задачи за разполагане на обекти се налага да се 
минимизира сумата на разстоянията от върховете на графа до 
обекта за обслужване. Типична в това отношение е задачата за 
разполагане на складове в граф, на който върховете представ¬ 
ляват потребителите, а дъгите (ребрата) са съответната пътна 
мрежа. Задачите от този тип се наричат минисумарни задачи 
за разположение. При това целевата функция при тези задачи 
може да е не просто сума от разстоянията, а сума от различни 
функции от разстоянията. Местата на разположение на пунк¬ 
товете за обслужване при тези задачи се наричат медиани на 
графа. 

Решаването на задачи за разположение на центрове и меди¬ 
ани в граф очевидно налага да се въведат формални и строги 
определения, свързани с описание на точките от дъгите на гра¬ 
фа и възможните различни разстояния в него. Ще направим 
това. 


Нека (г,/) е произволна дъга с дължина а(г,/) > 0 и / 
е число, 0 < / < 1- Точката от дъгата (г,/), отстояща на 
разстояние /а(г',/) от върха г и (1 - /).а(г,/) от върха /, 
се нарича /—точка. 


От даденото определение е ясно, че можем да говорим за ну¬ 
лева точка на дъгата (г,/) — такава се явява върхът г и единична 
точка па дъгата (г,/) - такава се явява върхът у. С други ду¬ 
ми, върховете на графа можем да разглеждаме като точки от 
дъгите, а точките, които не са върхове, се наричат вътрешни 
точки. 

Ше дефинираме пяколко типа разстояния в граф. 


РАЗСТОЯНИЕ ОТ ТИП ” ВРЪХ-ВРЪХ” (ВВ). 


Ла означим с 


д{ 3 дължината па най-краткия път от върха г до върха /. Как- 


то вече изяснихме, тези разстояния са елементите на матрицата 
1) п с размери п х п, получена след прилагането на алгоритми¬ 
те на Флойд и Данциг за търсене на най-кратки пътища между 
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лсички върхове на графа. 


РАЗСТОЯНИЕ^ ОТ ТИгГ”Т ОЧКА-ВРЪХ” (ТВ). 1 Ла означим 


с д (/ от ( 7 ’ 3 )->3) дължината на най-краткия път от /—точката на 
дъгата (реброто) (г,з) до върхар. Тази величина, ще наричаме 
разстояние от тип точка-връх. 

а) Нека (г, з) е ребро. Тогава 

(7.1) </(/от (г,8),)) = гаш{/а(г, 5 ) + ^, (1 - /)а(г, з) + </„•}, 


т е. за разстояние се избира по-малкото от следните две 
разстояпия: разстояпието от /—точката до върха г плюс 
най-краткия път между върховете т и / или разстоянието 
от /—точката до върха 5 плюс разстоянието от 6 до /. 

б) Ако (г, $) е дъга, т.е. обходът е допустим само по посока 
от т към 5 


(7.2) о?(/ от (г,з),/) = (1 - /)а(г,з) + 


От начипа, гю който дефинирахме разстоянието ”точка-връх” 
е ясно, че за неговото намиране е достатъчно да са известни 
дължините на дъгите и елементите на матрицата И 71 от алгори¬ 
тъма на Флойд и Ланциг. 


РАЗСТОЯНИЕ ОТ ТИП ”ВРЪХ-ДЪГА (РЕБРО)” (ВД). 


Ла 


разгледаме минималните разстояпия от върха р до всяка точка 
на дъгата (реброто) (г,$). За някоя точка от дъгата (реброто) 
това разстояние приема максимална стойност. Обозначава се с 
( г д)) и се нарича разстояние от тип връх-дъга. 


а) Нека (г,з) е ребро. Тогава очевидно има два маршрута 
за движение от върха ) до /-точката на реброто (г, з) 
единият през върха г, а другият през върха 8. Избира се 
по-краткият от тези два маршрута. Очевидно е вярно, че 
ако двата маршрута са с различна дължина, ще съществу¬ 
ват съседни точки на /-точката от реброто (г,з), които са 
по-отдалечепи от върха ]. Следователно за наи-отдалече- 
ната от върхар, /-точка на реброто (г,з), двете разстояпия 
до върха / ще бъдат равни. За сумата па тези разстояния 

имаме 

(1 ]Г + /а(г, 5 ) + (1 3 з + (1 — /) й ( г 5 8 ) ~ + д ]3 + а(г, 5 ), 
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откъдето следва 


( 7 . 3 ) 


<1'ил г 1 я )) 


( 1 ^ г -р 0(7*5 5) 

2 


б) Нека (?•, 5) е дъга, т.е. произволна /-точка на дъгата (г, $) 
се достига само през върха г. Ясно е, че в този случай 
най-отдалечената от върха ] точка на дъгата (г, 5) се явя¬ 
ва точката, най-близка до 5, т.е. /-точката, за която / = 1 . 
С други думи 

( 7 . 4 ) в!{з ; , (**,$)) = ^> + а(г,з). 


От казаното следва, че разстоянията от типа връх-дъга мо¬ 
гат да се изчислят с помощта па (7.3) и (7.4), стига да са из¬ 
вестни дължините на дъгите на графа и разстоянията от типа 
връх-връх, които са елементи на матрицата В п от алгоритъма 
на Флойд и Ланциг. Очевидно разстоянията от тип връх-дъга 
могат да се разположат в някаква матрица с размери п х т, 
където п е броят на върховете, а т е броят на дъгите. Всеки 
елемент (/, I) на матрицата ще представлява разстоянието от 
7-тия връх до Отата дъга. 

Ше резюмираме дадените определения за прегледност в таб¬ 
лица. 


Означение 

7~‘ ^- 

- Г П--- 

1 ип 

11 ресмятане 

«(*».?) 

Дължина на дъга 

Известна 

^ 1 ] 

Т7~~Р Т -\^ — 

Разстояние ”връх-пръх” ПШ) 

Алгоритъм на Флойд 

или Данциг 

«(/ от (г,з),Л 

Разстояние ’ точка-връх” (ТИ) 

Формули (7.1) и (7.2) 

* 0. (»*,«)) 

Разстояние ’ пръх-дъга” (ВД) 

Формули (7.3) и (7.4) 


Могат да се дефинират и разстояния от типа ”точка-дъга”. 
Ние ще се ограничим с въведените по-горе понятия. 

Да означим максималното разстояние от върха г до върхо- 

'‘7,° 'оп Г 7л‘ фа (разстояпието от г ' до пай-отдалечеиия връх) с 
МЛЛ Л 77 (г), т.е. 


М АХ В В (г) = гпах { с ! г] }. 

7 


( 7 . 5 ) 
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Център на графа 0 се нарича такъв връх х, за който 
МАХПЩх) = шш {МАХПВ(г)}, 

т.е. всеки връх на графа, разстоянието от който до най- 
отдалечения от него връх е минимално. 


Да означим максималното измежду всички разстояния от /- 
точката на дъгата (г,з) до върховете на графа (разстоянието от 
/-точката до най-отдалечения връх) с МАХТВ (/ от (г,з)), т.е. 


(7.6) М АХТВ{{ от (г,з)) = шах{с?(/ от (г,з),/)}. 

з 


Абсолютен център на графа С се нарича такава /-точка 
от произволна дъга (г,з), за която 

МАХТВи от (г,з)) = шш {МАХТВ(/ от (и,»))}, 

/ ОТ (и,у)еР 

където Р е множеството от всички точки на графа; т.е. 
всяка точка, разстоянието от която до най-отдалечения 
връх на графа е минимално. 


Да означим максималното измежду всички разстояния от вър¬ 
ха ] до дъгите па графа (разстоянието от върха ] до пай-отда- 
лечената от него точка на графа) с МАХВД(]), т.е. 


МАХВЛЦ) = шах{^'(/, (г, з))}. 
(г 5 ) 


(7.7) 
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Главен център на графа С се нарича такъв връх х , за 
който 

МАХ ВД(х) = тт{М АХ В Л(з)}, 

3 

т.е. всеки връх, разстоянието от който до най-отдалече- 
ната точка в графа е минимално. 


Аналогично може да се въведе и нопятието главен абсолютен 
център като точка, разстоянието от която до най-отдалечена¬ 
та точка е минимално. За целта обаче трябва да се дефинира 
разстояние между точка и дъга, което както вече споменахме, 
излиза извън рамките на пашите разглеждания. 

По аналогия с трите типа центрове (разположепия), които 
дефинирахме по-горе, можем да дадем определения и за медиа- 
па, главна медиана и абсолютна медиана в граф. Това са места 

(точки) в графа за разполагане на обекти, когато се решават 
минисумарии задачи за разположепия. 

Па означим сумарното разстояние от върха I до всички вър¬ 
хове па графа със 

СВД(0 = 5>,-. 

3 



Медиана 

е графа. 0 се нарича, такъв връх х , за който 



СВВ(х) = тт{СВВ(г)}, 


т.е. такьв връх х } за който сумата от разстоянията от 
пето до останалите върхове на графа о минимална. 


Абсолютна медиана в графа С се нарича такава точка 
О! дьга па графа, за която сумарното разстояние от пея 
до всички върхове на врафа е минимално 
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> ТЕОРЕМА 7.1. В графа винаги съществува връх, кой¬ 
то се явява абсолютна медиана (всяка медиана в същото 
време се явява и абсолютна .медиана). 


Доказателство: Да означим със СТВ{ / от (г, .$)) сумар¬ 
ното разстояние от / точката па дъгата (г, . 5 ) до всички върхове 
на графа, т.е. 


(7.8) СТВ{{ от (г,«)) = от (г, $),/). 

з 

13 (7.8) имаме сума па функции (на /) от вида г7(/ от (г, $),/), 
дефинирани със (7.1) и (7.2). Очевидно графиката на всяка та¬ 
кава функция е от вида 

АЦ от (г,з) ,;) от (г,з)Л) с1{/ от (г,5),;) 



С други думи, функциите Л(/ от (г,«),/) са изпъкнали и ми¬ 
нималната стойност очевидно се постига в крайните точки, т.е. 
или при / = 0 или при / = 1. Тъй като функцията (7.8) е су- 
ма от изпъкнали функции, тя също с изпъкнала и достига своя 
минимум или при / = 0 или при ф — \. 

Оттук следва, че пито една вътрешна точка от дъгата (г, л) 
по може да бъде абсолютна медиана. I акава (е явява един ог 
крайните върхове на дъгата (реброто) (г,д). С това теоремата 
е доказана. ^ 

От доказаната теорема следва, че не се нала 1 а да се търсят 
специални методи за намиране па лбсолюита медиана доста- 
тъчно е да се изследват само върховете на графа. 

Ла означим сумарното разсюяние ог вьрха х до дъгите па 
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графа със 


слдо = ХУ(«.М))- 


Да припомним освеп това, че под разстояние от връх до д ъ 
га се разбира максималното измежду разстоянията от върха д 0 
точките на дъгата. 


Главна медиана на графа О се парича такъв връх х з а 
ято 

СВДх) = шт {СВД{г)}, 


КОЙТО 


т.е. връх х, за който сумарното разстояние от пего до 
всяка дъга е мипималпо. 


1. Търсене на центрове 


ПРИМЕР 7.1. Да се определи центърът на следния граф (т.е. да се наме¬ 
ри онзи връх х на графа, за който разстоянието от него до най-отдалечеиия 
връх на графа е минимално): 



С алгоритъма на Флойд се намира матрицата чийто елементи <1 Х] пред¬ 
ставляват дължините на най-кратките пътища между г-тия и >-тия връх. 


/034 
9 0 4 

5 3 0 

^ 8 2 3 I 
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Тогава 


МАХВВ(\) = шах{0, 3, 4, 1} = 4 
МАХВВ( 2) = гпах{9, 0, 4, 1 } = 9 
МАХВВ( 3) = шах{5, 3, 0, 1} = 5 
МАХ В В( 4) = шах{8, 2, 3, 0} = 8. 


Следователно шт{Л/ЛХВВ(|')} = тт{4, 9, 5, 8} = 4, т.е. върхът с номер 1 

се явява център па графа, като разстоянието ог него до най-отдалечения пръх 
на графа е 4. 


ПРИМЕР 7.2. Да се определи главният център на графа от пример 7.1 
(т.е. върха х, разстоянието от който до най-отдалечената точка па дъгите на 
графа е минимално). 

Построяваме матрицата 0\ с размери 4x7. Елементите па матрицата 
изчисляваме с помощта на формулите (7.3), (7.4) и елементите на матрицата 
Д 4 от пример 7.1. Получаваме: 


Д(1,(1,3)) = = | 

(1'( 2, (1,3)) = = 9 

(1'( 1,(1,4)) = 0 + 1 = 1 

(1'( 2, (1,4)) = 9 + 1 = 10 

^(1, (3,4)) =4 + 1=5 

^(2,(3, 4)) = 4 + 1 = 5 

<Ф,(4,3)) = 1+3 = 4 

Д(2, (4,3)) = 1+3 = 4 

^(1,(4,2)) = 1+2 = 3 

</'(2, (4,2)) = 1 + 2 = 3 

«*'(1,(2,4))=3 + 1=4 

Д(2,(2,4)) = 0 + 1 = 1 

Д(1,(3,2))=4 + 4 = 8 

^(2, (3,2)) = 4 + 4 = 8 

Д(3, (1,3)) = 5 + = 5 

^(4, (1,3)) = = 8 

Т( 3, (1,4)) = 5 + 1 =6 

^'(4, (1,4)) = 8 + 1 = 9 

</'(3,(3, 4)) = 0 + 1 = 1 

(1'{ 4, (3,4)) 3 + 1 = 4 

Д(3,(4,3)) = 1+3 = 4 

(1'{ 4, (4, 3)) = 0 + 3 = 3 

^(3,(4, 2)) = 1+2 = 3 

</'(4, (4,2)) = 0 + 2 = 2 

</'(3 > (2,4)) = 3 + 1=4 

<*'(4, (2, 4)) = 2 + 1 = 3 

</'(3, (3,2)) = 0 + 4 = 4 

Д(4,(3,2)) = 3+4 = 7 

а трицата В\ е следната 
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Л, = 


1 

2 

3 

4 


(1,3) (1,4) (3,4) (4,3) (4,2) (2,4) (3,2) 

~Т[2 I 5 4 3 4 Г" 

9 10 5 4 3 1 8 

5 6 14 3 4 4 

8 9 4 3 2 3 7 


\ 

/ 


МАХВД1) = тах{9/2, 1, 5, 4, 3, 4, 8} = 8 
МАХВЛ{2) = тах{9, 10, 5, 4, 3, 1, 8} = 10 
МАХВЛ( 3) = тах{5, 6, 1, 4, 3, 4, 4} = 6 
МАХВЛ{ 4) = тах{8, 9, 4, 3, 2, 3, 7} = 9 


Следователно 

тт{МАХВЛ{г)} =шт{8, 10, 6, 9} = 6, 
т.е. върхът 3 се явява главен център на графа. 


Намирането па абсолютен център на графа (точка от дъга 
разстоянието от която до пай-отдалечспия връх на графа е ми¬ 
нимално) се извършва по метод, предложен в [35]. Ние пяма да 
разглеждаме този въпрос. 

2. Търсене на медиани 


ПРИМЕР 7.3. Да се намери медианата на графа от пример 7.1. 

Медианата е такъв връх х, на който сумарното разстояние от него до всич¬ 
ки останали върхове на графа е минимално, т.е. 


СВВ(х) = тт{СВВ(г)}. 


нГй кпат^Гп, "° ЛуЧапа «ЗД прилагане на алгоритъма на Флойл, 
задава най-кратките разстояния от типа ”връх-връх”. Следователно сумата 

от елементите на ьтия ред на тази матрица дава сумарното разстояние от 

ил връх до останалите върхове на графа, т.е. СВВ(г). Оттук медиана- 

К0ЙТ ° СЪ0ТВеТ,,ИЯТ от матрината 0< „ма минимална 


Тъй като 


/; 4 = 
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имаме 


СВВ{ 1) = 0 + 34-4+1=8 
СВВ( 2) = 9 + 0 + 4 + 1 = 14 
СВВ('А) = 5 + 3 +0 + 1 = 9 


СВВ( 4) = 8 + 2 + 3 + 0 = 13. 

Следователно тш {СВВ(г)} = тт{8, 14, 9, 13} = 8, т.е. върхът 1 се явява 
медиана на този граф, като сумарното разстояние ог него до върховете на 
графа е 8. 

ПРИМЕР 7.4. Ла се намери главната медиана на графа от пример 7.1. 

Да припомним, че главната медиана е такъв връх х, за който сумата от 
разстоянията от този връх до всяка от дъгите е минимална (разстояние от 
връх до дъга е максималното разстояние от върха до точките на дъгата), т.е. 

СВД(х) = тт{СВД(г)}. 

I 


Елементите от г-тия ред, 1 < г < 4 на матрицата получена в пример 
7 2 даваха разстоянията от върха г до всяка от дъгите на графа. Следова- 
трлно сумата от елементите в г-тия ред на матрицата #1 е равна на СВД{г), 
тс. главната медиана, това е онзи връх на графа, чийто съответен ред от 
матрицата А има минимална сумарна стойност. 



Пх = 

СВД{ 1) = 9/2 + 1+ 5 + 4 + 3 + 4 + 8 = 34, 5 
СВД( 2) = 9 + 10 + 5 + 4 + 3 + 1 + 8 = 40 


С ВД{Ъ) = 5 + 6 + 1 + 4+ 3 + 4 + 4 — 27 
СВД( 4) = 8 + 9 + 4 + 3 + 2 + 3 + 7 = 36. 


Следователно 


тт{СВД{г)} = т ш{34, 


5; 40; 27; 36} = 27, 


г.е. върхът 3 се явява 
марно разстояние е 27. 


,-лавка медиана на този граф, 


като 


минималното су- 


2.8. Оптимални сдвоявания и покрития 

Ще продължим изследванията, започнати в параграф 1.5 на 
едишпата глава. 










имиаационни <глгорптми в графи и мр е 
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. во от Р ( 'бра н графа (7 такопа, чс всеки нръх на гпд- 

^ нцидоитеп е но попсчс от едно ребро от множеството с р 

нарича сдвоявапс (съчетание). ’ С 

Множество от ребра в графа С такова, че всеки връх на гоя. 

ра е инцидентен с поне едно ребро от това множество, се напит 
покритие. ,1л нича 

Максимално по мощност съчетание се нарича съчетанието г 
максимален брой ребра (в графа С то може да не е единствено) 

Максимално по тежест (тегло) съчетание се нарича съчета¬ 
ние ю с максимално сумарно тегло на участващите в него ребра 

брой^ребра™ 0 П ° М0ЩП0Ст пок Р игпие е покритието с мипимален 

Минимално по тежест (тегло) покритие е покритието с ми¬ 
нимално сумарно тегло на участващите в него ребра. 

Очевидно: 

1. Всяко подмножество на едно съчетапис също е съчетание. 

2. Всяко множество от ребра, включващо покритие, също е 

покритие. ’ *■ 

3. Максималното по мощност съчетание не винаги е макси- 
малпо по тегло. 

4. Минималното по мощност покритие не винаги е с мини¬ 
мална тежест. 


ПРИМЕР 8.1. В графа С, изобразен долу 



1 . Множествата ребра {«}, {«, е} са сдвоявания 
сдвоянания е максимално но мощност. Сдвояването {<1 
но мощност. 1 ’ 


като второто от тези 
с} също е максимално 


2. Множествата (а, е}, {</, с) \а Ь г! ся н 

I > /! I > / > са покрития. Първите лве от тези 

покрития са минимални но мощност. 1 

3. Сдвояването {</, с} което е с максимална мощност, е с по-малко тегло 
от сдвояването {е} (7 < 10). 

4 - Покритието {с/, с} е минимално но мощност, но неговото тегло е по-го- 
лямо от теглото на покритието {н, Ь , с } (7 > 6). 
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1 . 


Оптимални 


сдвоявания в биполярни графи 


Ще дадем алгоритми за намиране на максимални по мощ- 
н° ст /Г максимални по тежест сдноявания в биполярни графи 
0 = (^’ 5 пецифичпите свойства на биполярния граф да¬ 

ват възможност лесно, с използване на потокови алгоритми, да 
се намират цитираните горе сдвоявания. 

^МАКСИМАЛНО ЯО МОЩНОСТ С ЛВОЯВА НЕ | СТЪПКА 1. 
Ориентирайте всички ребра вСот! към У. 

СТЪПКА 2. Въведете връх з (източник) и дъги (з,ж), ориеп- 
хирани от източпика з към всеки връх х Е X. 

СТЪПКА 3. Въведете връх I (сток) и дъги (у, 2), ориентирани 
от всеки връх у еУ към стока I. 

СТЪПКА 4. В графа С", получен след прилагането на горните 
три стъпки, па всяка дъга съпоставете капацитет (пропускател¬ 
на способност) 1. 

СТЪПКА 5. Приложете алгоритъма на Форд-Фалкерсон за 
намиране па поток с максималпа величипа в мрежата, дефини¬ 
рана в стъпка 4 (началният поток е нулев). 

СТЪПКА 6. Ненулевите дъги на получения максимален поток 
задават максимално по мощнот сдвояване в С. 


ОБОСНОВКА ПА АЛГОРИТЪМА. 


1 . 


Очевидно във всяка 


дъга на графа 6", потокът, протичащ по дъгата е или 0 или 1, 


тъй като всички капацитети са = 1. 

2. Всеки поток в мрежата С (следователно и максималния) 
ипдуцира сдвояване в графа С , тъй като от всеки връх па X из¬ 
лиза най-много една единица поток и във всеки връх на У влиза 


най-много една единица поток. 

3. Па всяко сдвояване в С съответства поток в О '. 

4. Ла допуснем, че сдвояването в О, индуцирапо от макси¬ 
малния поток в С , не е максимално по мощност. 'Тогава в С ще 
съществува "по-мощно” сдвояване и съответният па това сдво- 
яванс поток в С ще се окаже ”по-максимален” от максималния 
поток. Противоречие. Отхвърляме допускането. 


Използването на потокови алгоритми със сложнос т 0(?г) 1 а- 
раптира същата сложност за намиране на максимално сдвоява- 
110. Особените свойства на разглежданата мрежа обаче, дава 1 
възможност да се строят по-ефективни ал 1 оритми. Гакьв е нап¬ 
ример алгоритъмът па Хопкрофт-Карн от [49], чиято сложност 
е 0( 5 / 2 ). 
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Гл.2. Оптимизациошш алгоритми в графи и Мре^ 

СЪВЪРШЕНИ СДВОЯВАНИЛ С МИНИМАЛНО ТЕГЩ ] 

Формулираната в параграф 1.5 задача за назначенията се описв а 

с пълния биполярен граф К п ,п — (^»У»^)> в ко ** 10 1^П ~ \У\ = п. 
Очевидно и в този случай, както при максималните ио мощност 
сдвоявания в бинолярни графи, могат да се използват потоко¬ 
вите алгоритми. По-точно: 1. Добавя се изкуствен източпик 5 с 
дъги (5,^1), х г Е X с единичеп капацитет и нулева цена (тегло). 

2. Добавя се изкуствен сток (краеп пункт) I и дъги (у,,/) ? 
у,- Е У с единичен капацитет и нулева цена (тегло). 

3. Ребрата се ориентират от X към У. 

4. Дъгите (ж,у) са с единичен капацитет. 

Тогава очевидно алгоритъмът за максимален поток с мини¬ 
мална стойност от 5 към I ще геперира в изходния граф К пп съ¬ 
вършено съчетание с мипималпо сумарно тегло (цена). Припом¬ 
няме, че едно съчетание М е съвършено, когато насища всички 
върхове на графа С, т.е. всеки връх от С е инцидентен с ребро 
от М . 

Специалната структура и свойства на биполярните графи 
съкращават много стъпки на прилагания алгоритъм за нами¬ 
ране на поток с минималпа цена. 


ШХСШАЛНО ПО ТЕЖЕСТ СДВОЯВАПЕ. С малка моди¬ 


фикация, както в предишния случай (сдвояване с минимално 

тегло), може да се използва алгоритъма за намиране на поток 
от V единици с минимална стойност. 

Ако цените (теглата) на ребрата в бинолярния граф С = 
(Х,У,Л) са р, > 0, можем да разгледаме графа С 7 , в който: 

1. Добавени са изкуствен източник з и сток I. 

2. Дъгите от вида (5,я) и (у,2) са с единичен капацитет и 
нулева цена. 

3. Ребрата на С са ориентирани от А" към У. 

4. Дъгите (2, у) са с единичен капацитет и тегло (цена) 9-рп 
къдего 0 е достатъчно голямо цяло число (нанр. в > тахЬ.Ь 
Напомняме, че (вж. параграф 2.5) когато всички капацитети са 
цели числа, то потокът в дъгите също ще бъде цяло число - в 
конкретния случаи 0 или 1. 


ПРИМЕР 8.2. Да разгледаме 


следния биполярен граф С = (X, У, А) 
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Черг. 2.6 


допълнен с изкуствен източник 5 и сток I, както беше предложено в теорс 
тичните бележки. Числата, съпоставени на дъгите (х,,у,), са техните цени 

^ 1 Очевидно алгоритъмът за поток с максимална величипиа (Форд-Фал 

керсон) след приключване на работа ще намери поток по веригите 


($,2]), (ц.уО, (у 1,0 

(5,Х 2 ), (Х2,У2), (У2,1) 

(з,хз), (хз,уз), (уз, 1 ) 


— 1 единица 

— 1 единица 

— 1 единица 


Го, ^ЧГЛко ГЛюТ™ 

мем, че в е достатъчно голямо число илщ 
ребро от С, модифицираното тегло е 


X 1 


VI 



Черт. 2.7 


Очевидно, алгоритъмът за 
цена ще генерира веригите. 


намиране 


на поток от V единици с минимална 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрезт, 


V 

Вериги 

Пена 

1 ед. 

5, XI, 3/2 , 1 

4 

2 ед. 

5, XI, 3/2, ^ И 5, 12, 3/3, * 

10 

3 ед. 

5, XI, 3/1» ^ 5 > Х 2, 3/2, 1 И 3, ХЗ, 3/3 , 1 

24 


Всяка такава верига (поток) генерира в изходния граф С съчетание от V на 
брой ребра, което е с максимално сумарно тегло измежду всички съчетания 
от V на брой ребра. В конкретния случай: 

1 . Потокът от 1 единица с минимална цена 4 е съответен на сдвояването 
М\ = {(х 1 , 3 / 2 )}, което е максималното но тежест едноелементно сдвояване в 
изходния граф (тегло 6). 

2. Потокът от 2 единици с минимална сумарна цена 10 е съответен на 
двуелементното сдвояване М 2 = {(хь 3 / 2 ), (хг, З/з)}, което в изходния граф 0 
е максималното по тежест двуелементно сдвояване (тегло 10). 

3 . Потокът от 3 единици с минимална сумарна цена 24 е съответен на три¬ 
елементното сдвояване М з = {( 11 , 3 / 1 ), (хг, 3 / 2 ), (хз, З/з)}, което в изходния 
граф С е максималното по тежест триелементно сдвояване (тегло 6 ). 

Максималното по тежест сдвояване в С се получава като 

Мтах = тах{М,}. 

VI 

Най-големият брой ребра на С, участващи в едно сдвояване М , съвпада с 
величината на максималния поток в модифицирания граф. 

2. Унгарски алгоритъм 

Щс дадем един ефективен алгоритъм, предложен от Куп (ун¬ 
гарски математик), за намиране на максимално но тежест сдво¬ 
яване в биполяреп граф С = (Х,У, Д). 

Проблемът може да бъде формулиран като задача на линей- 
пото оптимиране по следния пачии (вж. параграф 2.1): 

(8.1) шах ЕЕ**« 

* з 

при ограничения 

Е х ’з — С за V; € X 

(8-2) У>< ] ’ 

г 

х г] > 0, 


за V) е У 

за \/ъ Е X, ] Е У. 
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Очевидно този проблем е блмп ^ 

,. та целочислено решение Ягтт >К Д ° т Р а11сп °ртиата задача и 
Й Тгято „пйш™ а V 10 °> 40 Х <1 = 1 тогала и само то- 
Г двояване. 4 ^ л > .7 Е г , участва в оптималното 

За да бъде разбрана идеят '1 ит >•> г. 
следното (вж. параграф 2.1): Зад ч У ТЪ “ а ’ Щ ° ,,ри,,ОМ,ШМ 


Мах СХ 

Мгп ВИ 

АХ < В 

ЬА>С 

Х>0 

и>о 




се наричат дуални задачи. Обикновено първата от тях се на¬ 
рича права, а втората дуална па първата (и обратно). 

Основният резултат, който получихме по-рало в линейното 
оптимиране е, че необходимо и достатъчно условие плановете 
(допустимите решения) X и II па две дуални задачи да бъдат 
оптимални, е да се удовлетворяват 

(8.3) 11(АХ - В) = II АХ - II В = 0 и 

(8.4) (С - 11А)Х = СХ- И АХ < 0. 

Следователно IIВ = V АХ > СХ. С други думи стойността 
па дуалпата целева функция (шш) е винаги > от стойността па 
целевата функция в правата задача (шах). 

Ако IIВ = СХ , очевидно X и II ще бъдат оптимални решения 
па съответните задачи. Това е в сила, когато ( С — IIА)X = 0. 
Окончателно получаваме следните условия за оптималност 

№•5) Ц (АХ - В) = 0 и (С - 11А)Х = 0. 

Ла формулираме дуалната задача на задачата (8.1) (8.2) 

ш1п ^ Щ + ^ V ; 









при условия 


(8.7) «.- + »}>Сц, за V*', 

Щ, V 3 > 0, за Уг, ]] 

където дуалните променливи и г са съответни иа върховете г с 
X, & у 3 на върховете ] Е V. 

От направените коментари е ясно, че 

а) ако Х{ 3 = 1, то щ + и 3 = с гз ; 

б) ако и,- > 0, то У] Х{ 3 = 1; 

з 

в) ако и 3 > 0, то У х гз = 1. 

г 

Идеята на унгарския алгоритъм е следната: Стартира се от 
допустими решения на правата и дуалната задача, така че да 
са удовлетворепи условията а) и в), като алгоритъмът се опит¬ 
ва да намери увеличаващ (аугментален) път (вж. параграф 1.5 

и теорема 5.12 — теорема на Берж) в подграфа, образуван от 
ребрата, за които щ + и 3 = с гз . 

Ако такъв път бъде намерен, новото сдвоявапе ще бъде до¬ 
пустимо и по-малко условия б) ще бъдат нарушени. 

Ако няма такъв път, дуалните променливи се коригират, така 
че попе едно допълнително ребро да бъде добавено към подг¬ 
рафа. 

Ще илюстрираме казаното като разгледаме следпия пример 
от [47] за биполярен граф с матрица на теглата с. гз : 



а 

Ь 

с 

(1 

щ 

1 

32 

18 

32 

26 

32 

2 

22 

24 

12 

16 

22 

3 

24 

30 

26 

24 

28 

4 

26 

30 

28 

20 

28 

у 3 

0 

2 

0 

0 



Дуално допустимо решение може да получите като наример 
положите VI = 0 и поради = с и => щ = 32. От и 2 + гц = с 2 \ 

=> и 2 = 22 и т.н. 

13 горпата таблица е показано едпо възможно решение на ду - 
алната задача. Едпо възможно решение иа правата задача е 
сдвояването М = {(2, а), (4,6)}, т.е. х 2а = х 4Ь = 1. 
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Черт. 2.8 


Обърнете внимание, че условията а) и в) са изпълнени, до- 
като условието б) не е. На черт. 2.8 а) са изобразени всич¬ 
ки ребра на биполярния граф, за които е изпълнено условието 

Щ + V] — с гз ■ 

Очевидно съществува аугментална верига за сдвояването М 
_ веригата 3, Ь, 4, с. Това е верига, на която началният и 
крайният връх са ненаситени и след превръщането на тъмните 
ребра (ребрата участващи в сдвояването) в светли (пеучаст- 
ващи в М) и обратно — преобразуването па светли 1 е ребра 
тъмни, ще достигнем до ново сдвояване, както е показано па 

черт. 2.8 б). 

По този начин получихме едно ново допустимо решение 


Х2 а — 2Д6 — *4с 1 


на правата задача, без да се е променило решението на дуална 
та задача. Условията а) и в) остават удовлетворени, като при 
това условието б) съответпо за връх 3 сега е удовлехвореио. 

13 графа от черт. 2.8 б) не могат да бъдат намерени увели¬ 
чаващи (аугменталпи) вериги. При тази ситуация унгарският 
нлхоритъм коригира стойностите па дуалните променливи. Т?ои 
намалява с <5, напр. <5 = 4, всяко и добавя <5 4 към всяко 
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V] = 1, 2, 3, т.е. получава се следната таблица: 



а 

Ь 

с 

€1 

Щ 

1 

32 

18 

32 

26 

28 

2 

22 

24 

12 

16 

18 

3 

24 

30 

26 

24 

24 

4 

26 

30 

28 

20 

24 

‘°з 

4 

6 

4 

0 



в която е дадено новото решение на дуалната задача. 

Тъй като с 6 = 4 са намалени дуалните променливи съответ¬ 
ни на върховете в X и с 6 = 4 са увеличени съответните дуални 
променливи па върховете в У, които са били свързани с ребро 
(вж. черт. 2.8 б)), т.е. върховете, за които щ + у 3 - с,у, това 
свойство ще продължава да е налице за тези върхове. Нещо 
повече, промяната на дуалните променливи води до появата па 
ребро (3,е?), за което щ + = с 3( /, т.е. реброто (3,с?) се включва 

в подграфа, както е показано на черт. 2.9 а): 




б) 

Черт. 2.9 

верига г/^3 Ь~ 2 1 ° пижда СЬ1 и сс твуването на увеличаван 

черт. 2.9 б) ' ' 1 1 ° ЛТ0 води до ново решение, показано I 

За да може да се намират аугменталпи вериги и ла се поел 

таня по подходящ (за компютъра) начин промяната на дуални' 

променливи, в алгоритъма се използва маркиране на върхове' 

п графа. Ще дадем едно по-формално опигяпиЛ» вьрховс 
тъм т 1 1Ш описапие на този алгор] 
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У НГАРСКИ АЛГОРИТЪаГзЛ МАКСИМАЛНО ПО ТЕЖЕСТ] 


[ СЛВ дЩлН Е7\ Инициализация: Нека щ = тах,{с г ,}, ^ Е X; 

V 7 ^ ~~ 00 ’ 3 ^ ^• конструира се подграф, състоящ се от 

ребрата, за които и г + и 3 — с^. За \/г Е X се избира първото 

ребро ( г )^)? такова, че 3 не е съчетано и това ребро се включва 
в първоначалното сдвояване М . Всички върхове на графа са 
деразглеждани и пемаркирапи. 


СТ.ЪПКА 1. Маркират се всички ненаситени върхове (вър¬ 
ховете неинцидентни с ребра от М ) г Е X с р(г) = 0. 

СТЪПКА 2. Избира се произволен неразгледан, но маркиран 
връх г Е X, или ] Е У, за който 7Гу = 0. Ако такъв няма, се 
преминава на стшка 5. 

СТЪПКА 3. Ако върхът, избран в стшка 2 е г Е X , тогава 
за всяко ребро (г,^), невключено в Л/, върхът з Е У се маркира 

с р 0 ) = г ак ° и 1 + у з ~ с г] < 7Гу И Се ЗамеИЯ ТГ 0 С Щ + V] — . 

Ако върхът, избран в стшка 2 е з Е У, се установява дали з 
е пепаситеп връх. Ако това е така, се отива на стшка 4. В про¬ 
тивен случай съществува ребро (г, Л в М. Маркира се върхът 
гЕХс р(г) = з. 

Във всеки от случаите (г Е X или з Е У) се връщаме на 
сттка 2. 

СТЪПКА 4. Съществува (намерена е) увеличаваща верига с 
край във върха г Е X или з Е У. Трасираме тази верига ка¬ 
то се използва функцията р( ). Увеличаваме съчетанието като 
включваме към М всички ребра, невключени в текущото М и 
отстраняваме всички ребра, които са в текущото М. За всяко 
3 Е У полагаме 7Г 3 = оо. Изтриваме всички маркировки и се 
връщаме на стшка 1. 

СТЪПКА 5. Изчисляваме = тт{г^ г , г Е I}, ^ = тт{ 7 г ; > 
0 , 3 Е У} и 8 = тт{^1, 8 2 ]. Извършваме присвояванията: и г = 
и г — 8 за всеки маркиран връх г Е X ; + 8 за всяко 3 Е У 

с Л = 0. Полагаме = тг3-6 за всеки маркиран връх 3 Е У с 
ж з > 0. Ако 8 = 8 2 , се връщаме на стпшка 2. В противен случай 
сдвояването с максимално тегло е намерепо. 


•Да се върнем отново на разгледания пример. Да, означим 
Множеството от неразгледани и маркирани върхове с Ь. Нърво- 
началпото множество от дуални променливи и първоначалното 
сдвояване са следните: 
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а 

Ь 

С 

(1 

Щ 

1 

32 

18 

32 

26 

32 

2 

22 

24 

12 

16 

24 

3 

24 

30 

26 

24 

30 , 

4 

26 

30 

28 

20 

30 


0 

0 

0 

0 



00 

00 

оо 

00 




СТЪПКА 1. Върховете 3 и 4 са ненаситени. Маркираме ги с 
р( 3) = 0 и р( 4) = 0. 

СТЪПКА 2. Ъ = {3, 4}. Избираме г = 3. 

СТЪПКА 3. Маркираме върховете ] Е У, т.е. р(а) = 3 
р(Ь) = 3, р(с) = 3, р{й) = 3. Новият 7г-вектор е (6, 0,4,6). 

СТЪПКА 2. Ъ = {4, Ь}. Избир аме г = 4. 
рът1 Ъ = П (4 А А А* РШрг1МС 3 е У ’ Т - е - Р(а) = 4 > М<0 = 4. Векто- 
СТЪПКА 2. Ь = {6}. Избираме = 6. 

„,Т Т Л ПКА 3 '• Върхът '' е " аситеи - Маркираме върха 2 с 


СТЪПКА 2. I = {2}. Избир аме г = 2. 

СТЪЯЛГЛ Маркираме ; 6 У, т.е. р(а) = 2. Векторът я 


СТЪПКА 2. Преминаваме към стъпка 5. 

,. 5 ' 1,1 = 24, 30, 30} = 24; * 2 = гш п{2 , 2 , 0} = 

2 6 - 2. Върховете 2, 3 и 4 са маркирани. Намаляваме с 6 ду- 

Гот Г яТГп"* Т03И ВЪРХ ° ПС ' Добамме * към Вадим 
с ог 7г а , 7Г С И 7Г^. Получаваме следния резултат: 
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а 

Ь 

с 

3 

щ 

1 

32 

18 

32 

26 

32 

2 

22 

24 

12 

16 

22 

3 

24 

30 

26 

24 

28 

4 

26 

30 

28 

20 

28 


0 

2 

0 

0 



2 

0 

0 

4 




СТЪПКА 2. Ь = {с}. Избираме ] = с. 

СТЪПКА 3. Върхът с е ненаситен.Преминаваме към стъп¬ 
ка 4. 

СТЪПКА 4. Увеличаваме сдвояването като се връщаме на¬ 
зад: р(с ) = 4, р( 4) = 0. Векторът 7г = (ос, оо, оо, оо). Сдвояването 
М = {(1,а), (2,6), (4,с)}. 

СТЪПКА 1. Върхът 3 е ненаситен. Маркираме го с р( 3) = 0. 
СТЪПКА 2. Ь = {3}. Избираме г = 3. 

СТЪПКА 3. Маркираме р(а) = 3, р(Ь) = 3, р(с) = 3, р(3) = 3. 
Векторът 7г = (4,0,2,4). 

СТЪПКА 2. Ъ- {&}. Избираме } - Ь. 

СТЪПКА 3. Върхът Ь е наситен. Маркираме р( 2) = Ъ. 
СТЪПКА 2. Ь — {2}. Избираме г = 2. 

СТЪПКА 3. Маркираме р(а) = 2. Векторът тг = (0,0,2,4). 
СТЪПКА 2. Ь= {а}. Избираме з = а. 

СТЪПКА 3. Върхът а е наситен. Маркираме р( 1) = а. 
СТЪПКА 2. Ъ — {1}. Избираме г = 1. 

СТЪПКА 3. Маркираме р(с) = 1. Векторът тг = (0,0,0,4). 
СТЪПКА 2. Ъ = {с}. Избираме = с. 

СТЪПКА 3. Върхът с е наситен. Маркираме р( 4) = с. 
СТЪПКА 2. Ъ = {4}. Избираме г = 4. 

СТЪПКА 3. Няма нови маркировки. 

СТЪПКА 2. Преминаваме на стъпка 5. 

СТЪПКА 5. = шт{32, 22, 28, 28} = 22; 6 2 = тт{4} = 4; 

= 4. Върховете 1, 2, 3 и 4 са маркирани. Изваждаме 6 от 
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дуалните стойности па тези върхове и добавяме 8 към у а и у 2 . 
Изваждаме 8 от лд. Полученият резултат е следния: 



а 

Ь 

с 

А 

щ 

1 

32 

18 

32 

26 

28 

2 

22 

24 

12 

16 

18 

3 

24 

30 

26 

24 

24 

4 

26 

30 

28 

20 

24 


4 

6 

4 

0 



0 

0 

0 

0 




СТЪПКА 2. Ъ = [А]. Избир аме ] = А. 

СТЪПКА 3. Върхът А е ненаситен. Преминаваме към стъп¬ 
ка 4. 

СТЪПКА 4. Увеличаваме сдвояването. М = (П а) (2 /В (1 
(4,с)}. Векторът тг = (оо,оо,оо,оо). Н Л ^ 

СТЪПКА 1 Няма върхове г 6 X, които са пенаситени (всеки 
върховете 1, 2, 3, 4 участва в сдвояването Л/). 

СТЪПКА 2. Преминаваме към стъпка 5 
СТЪПКА 5. 8 = 8 г . Край. 


Унгарският алгоритъм има сложност 0(п 3 ). 

Припомняме, че сложността на модификацията на Едмондс и 

Кари за алгоритъма на Форд-Фалкерсон (максимален поток) с 
0(т .п). ' 


ЗАДАЧА 8.1. Да се определи сложността на 
параграфа алгоритъм за определяне максимално 
зващ алгоритъма за поток с минимална стойност 


предложения в началото на 
по тежест сдвояваие, изпол- 
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3. Оптимални сдвоявания в произволни графи 


МАКСИМАЛНО ПО МОЩНОСТ СДВОЯВАНК 1 Когато гра- 


^ V/ -ял А г_ж а х V X XX X X \У 1 УХ V/ г * \ ^ X. \_/ \_/ -*■ ^ — —__ 

фът С с произволен, той може да не е биполярен, т.е. в него 
може да съществува цикъл с нечетна дължина (вж. теорема 
2.1 в глава 1). Евентуалпото наличие на нечетни цикли пораж 
да трудности и прави невъзможпо използвапето на потоковите 
алгоритми както в случая на биполярен граф. 

Проблемът за намиране на максимално по мощност сдвоя 
ване в произволен граф може да се формулира като задача на 

линейното оптимиране: 


У\(г',Я —> шах 

(м) 


при ограничения 

^2(х(^,г) + х(г,])) < 1, за Уг; 

0 < х(г,]) <1, за V ребро (г,Д 

където х{г,]) определя броя на включените в сдвояването ребра 

^Очевидно всяко сдвояване удовлетворява ограниченията на 
тази задача па линейното оптимиране, ако положим х{г,у) — 
за ребрата (г,?), влизащи в сдвояването. За съжаление оба¬ 
че ограниченията на тази задача могат да се удовлетворяват 
и от пецелочислени стойпости на променливите х{г,у). С дру 
ги думи решението на тази задача па линейното оптимиране не 
винаги задава сдвояване. С редица допълнителни ограничения 
този проблем може да бъде решен, но това води до задача на 
линейното оптимиране с твърде големи размери и до неефек¬ 
тивност на алгоритъма. Ето защо ще разгледаме алгоритъма, 
предложен от Едмондс в [46]. 

Основната идея на алгоритъма на Едмондс се базира на те¬ 
орема 5.12 (теорема па Берж) от параграф 1.5. Според тази 
теорема сдвояването М в произволен граф С е максимално то¬ 
гава и само тогава, когато в графа не съществувт усилващи 
относно М вериги. 

щ с въведем необходимите за целта понятия и терминология. 

1 Ако М е сдвояване в графа С, алтернативна (редуваща 
сс) верига относно М ще наричаме всяка проста верига, в която 
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от всеки две съседни ребра едното принадлежи, а другото й 
принадлежи на сдвояването М. Например е 



веригата а, Ь, с, /, е е алтерпативна верига. 

2. Ребрата, включели в сдвояването М ще наричаме тъмни 
ребра , а невключените в М — светли ребра. Ребрата (Ь,с) и 
(/, е) от горния пример са тъмни, а останалите — светли. 


3. Върховете, инцидентни с ребро от М ще наричаме насите¬ 
ни (тъмни), а останалите — ненаситени (светли, експонирани) 
върхове. 

4. Алтернативната верига се нарича увеличаваща верига (усил¬ 
ваща, аугментална) , ако крайните й върхове са ненаситени. В 
примера, който разгледахме, веригата а, Ь, с, б е алтернавтив- 
иа верига с експонирапи крайни върхове а и (1. Тази верига е 
аугмепталпа, защото светлите ребра в нея — (о,6) и (с,(1) могат 
да се преобразуват в тъмни, а тъмното ребро (6,с) — в светло, 
което ще геперира ново сдвояване с по-голяма мощност. 


5. Алтернативно дърво относно сдвояването М се нарича дър¬ 
вото Т, за което: 

а) един връх, наречен корен на Т , се явява експониран (не¬ 
наситен); 

б) всички започващи от корена вериги са алтернативни; 

в) всички максимални вериги, започващи от корена на Т, съ¬ 
държат четно число ребра. 

В алтернативното дърво всяка верига, започваща от коре¬ 
на, е алтернативна и нейното първо ребро пе принадлежи на 
сдвояването М , тъй като коренът е експониран връх. 

Да разбием (маркираме) върховете на дървото на два класа 

вътрешни и външни върхове. Първите ще бележим (марки¬ 
раме) със символа ш”, а вторите — със символа ”ои1”. Ко- 
ропът пя дървото считаме винаги за ,? ои1 ,5 5 т.е. външен връх. 
Върховете по продължение па всяка верига, започваща от коре¬ 
на, последователно и алтернативпо се маркират с ”т” и ”ои1”- 
Например 
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Алтернативно дърво Т 
(пунктираното ребро ^ Т) 


ш М ои1 



Ребра от дървото е М 

Ребра от дървото ^ М 
Други ребра на графа 


Очевидно всеки ”т”-връх е от степеп 2, а ”ои1;”-върховете са 
с произволни степени. 

6. Агугмептпално дърво — това е алтернативно дърво (относно 
сдвояването М), в което съществува ребро от някой ои{;-връх V 
до експониран връх и (непринадлежащ на дървото). 

Очевидно едипствената верига от корена до върха V, допъл¬ 
нена с реброто (г,н) те бъде аугментална. В горния пример 
такава е веригата от корена до върха и. 

7. Цвят (букет) относно сдвояването М се нарича аугмептал- 
из, верига, ни която началният и крайният експонирани върхове 
съвпадат, т.е. цикъл, тъй като броят участващи във веригата 
ребра е нечетен. Използваният термин идва от англ. Ъ1оз8отп. 

Па черт. 2.10 е илюстрирано понятието цвят (букет). 
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Н 



Цвят В 



” Ребра от Т и М 

- Ребра от Т и $ М 

- Ребро па С 

Черт. 2.10 

8. В процеса на работа на алгоритъма на Едмондс цвето¬ 
вете се свиват с цел да се получи по-прост граф. По-точно, 
свиването на един цвят В се състои в замяна па върховете от 
цикъла (цвета В) с нов псевдовръх ув- При това реброто (г> в ,л) 
се добавя винаги, когато съществува ребро от връх на цикъла 
до друг връх л, непринадлежащ на цикъла. Свиването на цвят 
В от черт. 2.10 води до 


ой! ш 

1 •-•- 

Корен 2 


ой! 

-• 


Ув 


(върховете 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9) 


В получения след свиването граф е възможно върхът у н и 
др> 1 и върхове или псевдовърхове (съответни на по-рано свити 
цветове) да образуват нов цвят. Този нов цвят отново се свива и 
т.н. Последният цвят В к , който не се съдържа в други цветове, 
се нарича краен цвят. ^ 


Ла разгледаме черт. 2.11 а). Обръщаме внимание, че на 
чертежа не е изобразен целия граф, а част от него и по-точно 
дадено е алтернативно дърво построено в графа, относно сдво¬ 
ял ането М (ако това беше целия граф С, сдвояването очевидно 


I 
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щеше да е максимално пплат, ТТ ^ 

раи връх щ) ° по Р ади наличието само на един експони 



Черт. 2.11 


Алтернативно дърво след свиване на цветовете: 


ои! 

1П 

ои! 


^2 



Ш Ув 2 - {^з, 17 4 , у 5 , ?; 6 , г7 7 , у 8 , г; 9 } 

По-късно ще станат ясни основанията за този процес на сви¬ 
ване на цветовете и получаването на максималпо М. В алго¬ 
ритъма след свиването започва обратеп процес па ”разцъвтя- 
ване”, т.е. замяна на псевдовърховете с истинските върхове 
образували цвета (цикъла). 

Когато един цвят В е свит, съответният му псевдовръх 
се счита за ои1-връх, за да може структурата на оставащото 
алтернативно дърво да бъде коректна, т.е. след свиването ал¬ 
тернативното дърво да се запазва в получавания граф. 
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/л.2. Оптпими:тционпи алгоритми е графи и Мр ео>с 


в може лТ^кп? бЪРНОТ ° внимание, че всеки връх от един ц ПЯ т 
чеот 9 П) V ~ Д маркиран с ш или оп1. Например връх 4 от 
които е маркиран с т (веригата 1, 2, 3, 4), можете 

ригата°1 М 2 Р1 -Г Р о"к у" 1 :.'™ 0 “ а Р ки Р а11ето со осъществи чрез ве- 
различиа четност) ’ ’ ’ (льлжи,ште па даете пр Г>иги са с 

Лесно се доказва следната: 


\ 


> ТЕОРЕМА 8.1. Ако В е цвят с нечетен брой върхове V» и „ 
с произволен връх от У В) то е породения подграф (У в ) съществува 
максимално сдвояване, за което върхът V е експониран. У < 


9- П1е дефинираме още едно важно 
горитъма за намиране на максимално 
произволен граф. 


понятие, свързано с ал- 
по мощност сдвояване в 


в гпя!ь?Т д5рв ° ( Нип У аНап 1гее ) — това е алтернативно дърво 
рафа, такова, че всяко ребро на графа, на което единият край 

0 Па В ч Р е п Х т П 2 Д ^: 0Т °’г ЛРУ1 ' ИЯТ МУ КраЙ 6 в Д ъ Р в ото РаИ 

черт. 2.12 е изобразено упгарско дърво. 


ог Л т ои! 



черт. 2.12 

Ш° докажсм сега една много важна теорема евз оззчя г \пт 
гарските дървета, на която се базира идеята на яГ™ У 

търсене на максимално сдвояване. Този алг °ритъма за 

Едмондс в [46]. Р " У лтат ° получен от 

и О ТЕ ?х ЕМ у \ 2 ' ПСК \ Н е унга Р ско д Ч>во в графа С = (Х,А) 
и и 0 — (л — Хи) с породеният подграф на О V ' ; 

Ър°™° В. А КО М„ е сдвояване в д! Р ТотоП ™мТ 

Мо I ТмТ^^ в С °’ т ° реб Р ата «а множеството 
МИ и максимално по мощност, сдвояване в С 
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^рг *пнмалии сдвоявания и покрития 

Коментар: Като следствие от тази теорема е яспо, че след 
о алгоритъмът намери унгарско дърво в графа С, той може 
Ка продължи да търси максимално сдвояване само в графа Со, 
в останалата част на графа С, получена след отстраняване 
на върховете от дървото и инцидентните с тях ребра. 

Доказателство: Нека множеството А от ребра на графа 
(7 е разбито на три подмножества: 

Ан = {{ X ^ 1 X ^Ж X ^ 1 X ^) € А и х{, х 3 е Х н }, 

Лно 0 = {( X ^1 X ^Ж X ^1 X ^) € А, х г е Хи и х 3 € X - Хн}, 

Ас 0 - {( X ^, X ^Ж X ^1 X ^) Е А и х 3 е X - Хн], 

те. Ан е множеството от всички ребра ”принадлежащи” само 
иа дървото, АнСо е множеството ребра, па които единият край 
е в дървото, а другият — в останалата част на графа и накрая 

Аа са ребрата на подграфа О 0 . 

Нека 8 е произволно сдвояване в О. По аналогия 6 може да 

се разбие по следния начин: 

5 = 8н и 8нсо и 


където 5 Н = 5 П А н , 8на 0 = 5 п А нво и 5 Со - 5 П А во 

Тъй като МХ е максималното сдвояване, то 


( 8 . 8 ) 


\М* 0а \> |5 Со |. 


Да означим с С графа, породен от ребрата А„ и А„а 0 . 
Всички върхове х к &Х-Х,,, явяващи се краини за ребра от 
Л„ Со , ще бъдат експонирани (непаситепи) относно М„ (припом¬ 
няме, че М П е сдвояването в унгарското дърво). Лятерпативпа 

верига, започваща от също е експоНирап), ще 

тираща от корена на дървото и , кин 

бъде аугмепталпа, само когато тази верига завършва в лр>1 

“ Р Но^гмщщалната верига има нечетно число ребра, следова- 
по аугменталнат 1 тази ве рига "идва от експониран 

телно, ако първото ребро на тази м р 

връх В I п ппъх накрая веригата трябва ог оШ-връх да завърши 
1 ьх в 1П врьх, пак} 1 „ унгарско, следователно всичките 

В експониран. Но дървото 1 е упгар ^ хове яа Х - Х„, 

Ребра в Ано. свързват ш-върховс и п, 

т.е. » графа С няма аугментални вериги т.е. М„ се явява 

максималното по мощност съчехание в . отава 


( 8 . 9 ) 


\Мн\ > 1^/1 + I &Н&о I' 
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От неравенствата (8.8) и (8.9) получаваме 
(8.10) \Мц У М*с о | > 1 5ц У 8цс 0 II 8а 0 \ > 01- 

Тъй като 6 Т е напълно произволно сдвояване в (7, от (8.10) 

следва,че М // У МХ е максималното по мощност сдвояване 

оо 

в С. < 


10. Алтернативното дърво има за корен експониран връх и се 
строи чрез последователно и алтернативно добавяне па ребра, 
които не принадлежат - принадлежат на сдвояването М. 
Строенето на алтернативното дърво се извършва докато: 


(*) дървото стане аугмептално; или 


(**) на дървото се появява цвят (нечетен цикъл); или 



( ж **) дървото стане унгарско. 

В случай (*) броят ца ребрата в сдвояването М може да 
се увеличи с единица, като се движим но аугменталната вери¬ 
га към корена на дървото, заменяйки светлите ребра с тъмни 
и обратно. След това, относно новополученото сдвояване, ал¬ 
горитъмът, започвайки отначало (всички маркировки се игно¬ 
рират), строи ново дърво (ако такова съществува) с корен — 
експониран връх. 

В случай (**) получепият цвят се свива, както вече обясних¬ 
ме в 8., и продължаваме да строим дървото. 

От гледна точка на програмното реализиране на алгоритъ¬ 
ма, свиването трябва да се разбира като маркиране на всички 
върхове от цвета като оиУвърхове и да се съхрани информа¬ 
цията, че те принадлежат па този цвят. Важно е да се помни и 
реда па свиване на цветовете, тъй като накрая цветовете трябва 
да "разцъфнат” в обратен ред. 

В случая ( ) върховете па унгарското дърво и инцидент¬ 

ните с тях ребра се отстраняват от графа и съгласно теорема 
8.2, алгоритъмът се прилага са останалата част на графа. 


АЛГОРИГЬКФ_НА ЕДМОНДС .| СТЪПКА 1. Ако в графа С 


съществуват поне 2 ненаситени (експонирани) върха, изберете 
един такъв връх за корен. Маркирайте го с "оиГ’ и преминете 
към стъпка 2. В противен случай преминете към стъпка 7. 

СТЪПКА 2. Изберете ои!-връх х от дървото. За всяко ребро 

0 , 2 /): 

а) ако у е експониран — преминете към стъпка 3 ; 
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6) ако у е ш-връх преминете к'ьм сттка 0: 

») ако у нс. с оI дьрвото и е наситен — преминете към с 
ка 4. 


връх у. Нос 1 роите новото по-мощно сдволване. Игнорир; 
тек) щок) д ь р н () и всички маркировки,и се върнете па стът 
С1 ЬПКА 4. Добавете към алтернативното дърво реб[ 
С х чУ ) 11 маркирайте врч>х у като вътрешен, т.е. с ”т”. II; 
рсте реброто принадлежащо на текущото сдволване 


добавете го към дървото и 


:тъп- 

С1ЪПКА 3. Намерена е аугмепталпа верига от корена до 
НосIроите новото по-мощно сдволване. Игнорирайте 

пъпка I. 
еброто 
[ аме- 

гекущото сдволване М, 
маркирайте връх / с ”ои1”. 

Ако съществува ребро между г и друг оиПвръх, преминете 
към стъпка 5. В противен случай — към стъпка 2. 

СТЪПКА 5. Получен е цвят. Свийте този цвят до псевдовръх 
и маркирайте псевдовърха с ”ои1”. Съхранете информация за 
поредността па свиването и преминете към стъпка 2. 

СТЪПКА в. Връщайте се към стъпка 2 дотогава, докато (***) 
е единственият възникващ случай (унгарско дърво). Отстране¬ 
те върховете па унгарското дърво и инцидентните с тях ребра 
от графа (вж. теорема 8.2). Полученият иодграф считайте за 
граф С и се върнете на стъпка 1. 

СТЪПКА 7. Намерете в последния граф С и във всяко отст¬ 
ранено унгарско дърво оптималното сдволване А/ тах но следния 
начин. Разгънете ("разцъвтете”) крайния цвят В к , т.е. послед- 
пия псевдовръх. Изберете в него онова сдволване, спрямо кое¬ 
то върхът х, който се сдвоява с още неразпуснат цвят, остава 
експониран (вж. теорема 8.1). Продължете процеса на раз¬ 
пускане” па цветовете в ред, обратен па установения в стъпка 
Г. т о в ред обратен на свиването, докато ' разцъфнат всички 
свити цветове и се получи максималното по мощност сдволване 

в изходния граф С. 

В [501 е даден алгоритъм за намиране на максимално по мощ- 

,шгт елвоявапе в произволен граф, чиято сложност е 0(п 5 / 2 ), 
НОС1 сл»и ГЛОЖПО с Т) с каквато е съответният алгоритъм 

™ Хоикроф“ Карп при бинолярни графи. 

-ТТТ17гЧШЛЛНО Ш тШШт слианвлш \ 1Пе разгледаме 
1Д—^Ут-ОГйамирапе па сдвояиапе с максимално тегло п нро- 
алгориз ьм - * ^ _ ^х,А). Алгоритъмът е предложен от Едмондс 
изволен 1 Р а ’ то 11ИС ще сс придържаме към описанието 

и Джонсън в 

в алгоритъм, както и предишния разгледан алгоритъм, 

АОЗИ лтернативно дърво. И в този случай се оказва, че сдво- 
строи ал 1 макемалио тогава и само тогава, когато за него не 
янането т 
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съществува аугментална верига. В този случай обаче, аугмещ 
талпата верига се дефинира малко по-различно, като аугмен- 
тацията е свързана не с броя на дъгите, а с тяхното сумарц 0 
тегло. 

Аугментална верига — това е алтернативна верига, в коя¬ 
то сумарното тегло па ребрата, иеучастващи в сдвояването с 
по-голямо от сумарното тегло па ребрата, участващи в сдвоя¬ 
ването. 

Ясно е, че ако в такава верига светлите ребра направим тъм¬ 
ни и обратно, ще получим ново сдвояване М с по-голямо тегло 
Възможпи са следните три вида увеличаващи вериги: 

а ) м м 

• • -• • 

з 10 2 

слаба увеличаваща верига 

б ) М М 

—•-- I-- 

з 5 2 б 

неутрална увеличаваща верига 


в ) 





силна увеличаваща верига 


„,Л г Г ИТе Три Вериги с У ма Р 1г ото тегло на ребрата участва 
щи в Ме по-малко от сумарното тогпп ^ г \1г ’ У часгва " 

= тези' 

ГГллГ™о ИТе “ ВКЛЮЧИМ в ^пГ У 1иГс“ И °; с 

рата^непринадтежащ^на 11 'дГТпо^Глък^б 0 бР ° ЯТ На РСб " 

лежащите на М ребра С малък от броя на принад- 

по-голяма тежест, а с по-малкоребм^По ма? СДВОЯ,!а1,е е С 

таени причини са избрани наименованията' на „Ги” " * СТеС ' 
б) и в). шиа на веригите от тип 

И в този алгоритъм съществено се п , п „„, 
тат в линейното оптимиране, а именно впъзкат основпия Р ез У л ‘ 
ята на правата и дуалната задача (вж. параграф“/ Р6ШеНИ ' 



















$ Оптимални сдвоявапия а покрития 


Нека V {^ъ ^ 2 ? •••, У 2 } е множеството от всички подмно¬ 
жества от в ьрхове на графа, включващи нечетен брой върхове. 
Нека Т т е множеството па всички ребра, двата крайни върха на 
които са от У т . Ла означим с Т множеството Т = {Т ь Г 2 , ..., Т 2 }, 
а с 2 Пт + 1 броя па върховете във У т . 

Ясно е, че никое сдвояване не съдържа повече от п т ребра, 

принадлежащи на Т т . 

Ако а(г,]) е теглото на реброто {г у р) и х(г,]) = 1, когато реб¬ 
рото принадлежи на сдвояването ( х{г= 0, когато не принад¬ 
лежи), задачата за максимално по тежест сдвояване може да се 
формулира като задача па линейното оптимиране така: 

(8-11) Е —► шах 

(м) 


при ограничения 

(8.12) У^[д(г,.у) + 0] < 1, за Уг Е X, 

з 


(8.13) ^ ] ж(г,у) < Дщ? Д2- — 1, 2, ..., 2 :, 

г,;€Т т 

(8.14) х(г,]) > 0, за всички ребра (г,;) 

(реброто, съединяващо върховете г и у се обозначава чрез (*,.?) 
или Ь',г)-) 

Тъй като решаването на тази задача със симплекс-метода е 
пеефективно, се постъпва по следния начин. Разглежда се ду¬ 
алната на тази задача, а именно 

2 

(8.15) X] и г + Х^ ПтпУт 

геХ гп =1 

при ограничения 

(8.16) щ + и 3 + 


Ут > а(*,л» за 
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(8.17) 


щ > 0 , за Уг 6 X , 


(8.18) у т > 0 , га = 1 , 2 , 

Двойнствената променлива и,- е съответна на ограничението 
( 8 . 12 ) за върха г, а двойнствената променлива у т — па ограни¬ 
чението (8.13) за Т т . 

Условията за равновесие па правата и дуалната задача, ко¬ 
ито получихме в параграф 2 . 1 , в случая са следните 

(8.19) х(г,ф) > 0 => щ + ^ у т = а(г,ф) за У(г, 7 ) 

7п:(гУ)еТ т 


( 8 . 20 ) щ > 0 =>• У^[ж(г, 7 ) + х(^,г)] = 1 , за Уг 6 X, 

3€Х 


( 8 . 21 ) 


^771 ^ 0 


У г (м) = п т , т = 1 , 2 , 

(1,])еТ т 


Алгоритъмът стартира от едно възможно решение на дуална- 

Г8 Х Ч 1«91 К т Дуалпите променливи щ и у т удовлетворяват 
(8.19) и (8.21) (Началното сдвояване М = 0). Г1 ри всяка итера¬ 
ция на алгоритъма се изменят сдвояването М и (или) стойног 
тите на дуалните променливи, така че ограниченията на двете 

н:ГГусГвГт Я о78 ( 201 9) ’ (8 ' 21) Да "РОД-*а„атТса Н изТл 6 

и, а условието (8.20) да се изпълнява допълнително за поне 
ощ^едпа двойнствена променлива щ. Тъй като има п па бпой 
двойнствени променливи и, (колкото са върховете па графа^ то 

слсд не повече от п итерации всички условия (8 201 сз шо ше 6з 

дат изпълнени. По този начин ше нямото СЬЩО 1це бъ " 

па ппямятя и ™ Я тттт а ^ Щ намерим допустими решения 

на правата и дуалната задача, за коитп „ 

\ТЛГИШЯ (Я 10 4 (О 91 ) п коиго са изнълиени всички 

условия (8.19) - (8.21). С други думи, ще получим сдвояване с 
максимално тегло. у сдвояване с 

Условието (8.20) - ако двойнствената променлива и за вър¬ 
ха , има положителна стойност, то върхъ! < е наситен се на- 
рушава само за „енаситени върхове, на които съответстват по¬ 
ложителни стойности па двойнствените променливи Ето защо 
алгоритъмът по същество разглежда връх за който а > 0 
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Оптимални сдвоявапия и покрития 


\\ строи алтернативно дърво с корен в този връх V. Както ве¬ 
че видяхме в предишния алгоритъм, като резултат е възможна 
една от следните три ситуации: 

а) намерена е аугментална верига; 

б) намерен е цикъл с цечетна дължина; 

в) построено е унгарско дърво. 

1. В случая а) намерената аугментална верига е силна уве¬ 
личаваща верига и това води до увеличение на общото тегло па 
сдвояването и до включване на ребро в сдвояването, инцидентно 
с у. По този начин за върха V се изпълнява условие (8.20). 

2. В случая б) намереният нечетен цикъл се свива до фикти¬ 
вен, псевдовръх и алгоритъмът продължава строенето на дър¬ 


вото. 

3. В случая в) се променят стойностите на двойнствени¬ 
те променливи така, че ограниченията на правата и обратна¬ 
та задача да са налице, да са налице и ограниченията (8.19) и 
(8.21) с евентуално изключение, т.е. неизпълнение на условията 
(8.20). Като резултат в алтернативното дърво се добавя ребро, 
невключено в него и в крайна сметка или стойността на и у се 
намалява до нула (изпълнява се условието (8.20)) или върхът 
V става наситен, т.е. инцидентен с ребро от сдвояването. 

Псевдовърховете, получени в резултат на свиване на нечетни 
цикли, в последствие се 51 разгъват”, като по този начин алгори¬ 
тъмът поражда една последователност от графи С о, Сд, •••, Сд* 
Ще дадем едно по-формално описание на този алгоритъм. 


ЛЛГОРИТЪМ ЗА МАКСИМАЛНО ПО ТЕЖЕСТ СДВОЯ ПА¬ 


ЛЕ. I СТЪПКА 1. Нека началното сдвояване е М 0 = 0, всички 
двойнствени променливи а т са равни па пула, ш — 1, 2, 


..., 


г и 


стойностите на двойнствените променливи и г , г б X удовлетво 
ряват + и, > а(1Д) за всяко ребро (гс) (На практика можете 
да изберете реброто с максимално тегло и всяко и{ да бьдс 
половината от това тегло). Полагаме к — 0 и изходния граф 

обозначаваме с С к — (А&, А*). 

СТЪПКА 2. В Ск се избира нефиктивен ненаситен връх V , за 
който и у > 0 Ако такъв връх не съществува, 00 ТО стъпка 6. 
В противен случай в С к се определя множеството А* от ребра 

(м), за които 


( 8 . 22 ) 


Щ + Х>т ~~ 

(гО)бТт 


В множеството А* чрез алгоритъма за строене па алтерна¬ 
тивно дърво се строи дърво с корен върхът V. Ако бъде на- 



















> 



386 


Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 



мерена аугментална верига 00 ТО стъпка 3. Ако се стигне до 
нечетен цикъл, 00 ТО стъпка 4. Ако бъде построено унгарско 
дърво, ОО ТО стъпка 5. 

СТЪПКА 3. (Аугмсптация) Ребрата от аугмепталната вери¬ 
га, участващи в М к , се заменят с ребрата па веригата, пеучаст- 
ващи в М к и обратно. Върхът V става наситен. 00 ТО стъпка 2 . 

СТЪПКА 4 . (Нечетен цикъл) Положете к = к + 1. Означете 
нечетния цикъл с С к и го свийте до псевдовръх а к . Означете 
повия граф с С к = (Х к ,А к ). Означете с М к сдвояването, включ¬ 
ващо всички ребра, принадлежащи едновременно па С к и М к —\. 
Маркировките па всички върхове от цикъла са еднакви с мар¬ 
кировката на фиктивния връх а к . Върнете се на стъпка 2 и 
продължете строенето па алтерпативпо дърво с корен във връх 
V от С к (г може да е фиктивен). 

СТЪПКА 5. (Унгарско дърво) Означете с 6 1 

(8.23) <$1 = ш1п{^ + и$ - а(г ,])}, 

като минимумът се взима по всички (г, ^), такива че г Е Х$ се 
явява оиЪ-връх за дървото и върхът ) Е Хо е немаркиран (не- 
разгледан). Ако пяма такива ребра (г,^), то = оо. 

Означете с 6 2 

(8.24) 6 2 = \ тт{и { + и 3 - а(г,^)}, 


като минимумът се взима по всички (г,.;), такива че г Е Хо и 
] е Хо са оиЪ-върхове на дървото, които не са свити в един и 
същ фиктивен връх. Ако няма такива ребра (г,^), то Ь 2 = ос. 
Означете с 63 


(8.25) 


<$з = - тт {^}, 


където минимумът се взима по всички множества от върхове 
У ш , мощността па които е нечетно число и които са свити в 
псевдовръх а к , който е т-връх иа дървото. Ако няма такива 
върхове, то 63 = ос. 

Означете с 


(8.26) = пгт{л,}, 

където минимумът се взима по всички ои1-върхове па дървото 
г е Хо. Ако пяма такива върхове, то 64 = оо. 


■8-27) 

.ализирайте 

А* тУ я еДния начиг 

1X0 сЛ Променлив» 

«^промеххлипи 

ЛИ пГза С всеки фи 

я Променлива V 

яа ”) Р 3 а всеки фг 

променлива с 

Р Ако <5 = «1» 
минимумът в (© 

п строеното Д’Ь] 

продължаваме < 

пърха V. 

Ако <5 = « 2 , » 
минимумът в 


върха V. 

Ако 6 = <5з, 

” Разгънете” фх 
менлива. отново 
Означете полу* 
валето, състоя1 
ребра от МВОЖ 1 
пе от \\ (оставя 
е ребро от М к , 
сдвоени, иицид 


към стъпка 2 и 
корен във вър: 

Ако Л = й 4 , 
п Р Ъх г, става 


а Угмептална 
т »ащи в М к 
11е УЧастващи 

^ е "°то сдвоя 
( ) Ро от сдв 
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Означете е 6 


(8.27) 


< = шт{в 1 , 6 2 , { 3 , <5„}. 


Актуализирайте стойностите па дуалните променливи щ и ?; 7П 
по следния начин: 

а) променливите д,, съответни па ои 1 -върхове па дървото, 
намалете с 6 ; 

б) променливите д 7 , съответни на ш-върхове на дървото, уве¬ 
личете с 6 ; 

в) за всеки фиктивен оиЪ-връх в С *. увеличете неговата дуал¬ 
на променлива п т с 26; 

г) за всеки фиктивен ш-връх в Оь намалете неговата дуална 
променлива у т с 26. 

Ако 6 = 61 , включете в А* реброто (?,у), за което се достига 
минимумът в (8.23) (Това ребро сега може да бъде включено 
в строеното дърво, поради което' се връщаме към стъпка 2 и 
продължаваме строенето на алтернативно дърво с корен във 


върха V. 

Ако 6 = 6 2 . в А* се включва реброто (г,у), за което се достига 
минимумът в (8.24). Това ребро сега може да бъде включено 
в строеното алтернативно дърво, което ще води до получава 
не на нечетен цикъл, поради което се връщаме па стъпка 2 и 
продължаваме строенето на алтернативно дърво с корен във 


вьрха ^6 _ от дуалните променливи у г става нула. 

” Разгънете” фиктивния „ръх, съответен на тази дуална про- 

пп тдчхояпия нечетен цикъл. Положете А А Ь ■ 
менлива отново д. с _ (х к ,Л к ). Означете с М к сдвоя- 
Озпачете 1 юлуч Р б а па СД1Ю явапето Мк -1 и онези щ 

нането състоящо \ които СДВО яват 2п, неиаситени върхо- 

Р >Р Л ? (оставащият връх в мпожетвото Ц е сдвоен, инцидентен 
не от V, (оста „ С ички фиктивни ш-върхове в С *-1 са 

° РСбР и ип^идептни с ребра от сдвояваието М к -,). Преминете 
към г ипродължете строенето па алтернативно дърво с 

корен в у в _ в ' 1 ( рХ ^о луа лната променлива щ , съответна на ои1- 
Лко '"на'равна "а нула. Тогава в алтернативното дърво 
,,,)ЪХ Ч-я съединяваща корена V с върха се явява неутрална 
веригата, е ьедШра Иап р апетс ” ребрата па веригата, нсучас- 
а у гмс 11 гал Р ]]а ца сдвоява ието, а участващите в М к - 
тваши и * Р 0 Р ю върхът у става наситен връх в полу- 
"щото сдвоявапс, а върхът ^ става ненаситен (неинцидентен с 
ребро от сдвояваието), което е коректно поради щ = 0. 
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СТЪПКА 6. (Разгъване па фиктивните върхове) Стъпката се 
изпълнява, само когато на стъпка 2 са разгледани всички вър¬ 
хове, за които не е изпълнено условието (8.20). Разглеждат се 
всички останали фиктивни върхове в получения до този момент 
граф. В обратен ред на реда па получаването (по-късно полу¬ 
ченият фиктивен връх се разгъва по-рапо), фиктивните върхове 
се разгъват до съответните нечетни цикли и се образува макси¬ 
мално сдвояване за всеки от нечетните цикли. Така, след раз¬ 
гъването на всички фиктивни върхове, се получава сдвояване с 
максимално тегло за изходния граф С 0 . Край. 

От описанието на алгоритъма се вижда (вж. в стъпка 5 слу¬ 
чая д = 6 3 ), че редът на разгъване на фиктивните върхове д 0 
нечетни цикли не съвпада с реда на тяхното формиране. 

По-строга обосновка, доказателство за коректността на ал¬ 
горитъма можете да намерите в [47] и др. 

4. Оптимални покрития в графи 

В параграф 1.5 на предишната глава показахме, че ако знаем 

оритъм за намиране на максимално по мощност сдвояване 

»=* да те тета 


мшШШюпд теже стТШрйгйг! и „ 

то при алгоритмите ча ....._ _'' ' и случаи, 


какт о нри алгоритмите за максимални сдвояв апия Г, " случаи > 
цедура се явява процедурата за пост по.?,?™ ’ ° С1Ю1ша П Р°- 

дърво. Техниката, която се използт' Сг Па алто Рнативно 
ката между решенията ия «пл, ’ ' базира отново на нръз- 

раграф 2.1 и предишния алгоритъм)* 1 А тгоои™ Задача ( ,,ж - па ' 
от автора па [52]. ' Алго Р ит ьмът е предложен 

Нека С = (Х,А) е произволен граф Ля арпр, 
ди, с V — \\\ 14 т/ \ Р Ф- 41а означим, както прс- 

д ’ 1 ~ У2у •••, Кг) множеството ОТ игьгишт гт 1 

на множеството X, състоящи се от нечетен бпой " одмюжес ™ а 
означим с 2п т + 1 броя на върховете във V I ел “ ен ™' ^ 
жеството от такива ребра, че поне РятГл1 т ' Ут ~ мио ' 
върхове е от V . Ясно е ат ДИП ° Т ип яидентните с тях 
поне п т + 1 ребра от 1/ т .' покритие трябва да съдържа 
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11 (>ка и < (^ 1 а означим с < 1 ( 1 , 7 ) > 0 теглото на реброто (г’, 7 ), и 
цена х{ 1 ,]) — 1 , ако реброто ( 1 , 7 ) е от покритието, и ж(г, 7 ) = 0 , 
ако реброто не е от покритието. 

; 1 а формулираме и анализираме проблема за намиране пок- 

ритие с минимално тегло като задача на линейното онтимиране, 
както тона е направено в [ 47 ]: 


(8.28) я (Ь7'Мм)—мшп 

(О) 


при ограничения 

(8.29) + *(;,*)] > 1, заУгбХ, 

з 


(8.30) У ^ *^(^)7) ^ "Ь 1 ? — 1 ? 2 , 

{г,з)&и г П 


(8.31) 1 ( 1 , 7 ) > 0 , за всяко ребро ( 1 , 7 ). 

Очевидно всяко покритие удовлетворява ограниченията иа 
тази задача. Нейната дуална задача е: 

2 

(8.32) Е «■ + Е (п т + 1)н т —♦ шах 

1бА г т=1 


при ограничения 


(8.33) 

щ + Щ+ з). 

за всички ребра (г’, 7 ), 

т:(г 


(8.31) 

и 1 > 0. за V? Е 


(8.35) 

г т > 0 , тп = 1 , 2 , 

..., г. 










ито 


р л 2. Отргпшл 1 зациои^ алгоритми в графи и мре^ .^ 

Условията за равновесие па правата и дуалпата задача, Ко . 
получихме в параграф 2.1, в случа 


(8.36) х(г,Л >0=> «,• + Щ + ^2 Ьт ~ за 

т:(г,^)Е^т 



(8.37) 

щ 

> о => + *0’>0] 

= 1, за Уг Е 

X, 



цх 



т.е. върхът г 

се покрива само от едно 

ребро. 


(8.38) 


> 0 =>• #(«, 7 ) — п т 

+ 1, т = 1, 

2, 



(м)еГ/ т 





Следователно във всяко множество върхове с нечетна мощ¬ 
ност 2п т + 1 върха се покриват от п т ребра, чиито краища са 
от множеството и от едно ребро, на което единият край припад- 
лежи на множеството. 

В дуалната задача променливата и г е съответна па ограниче¬ 
нието (8.29), т.е. щ е дуална променлива за върха г. Дуалната 
променлива у т , съответна на ограничението (8.30), е двойнст¬ 
вена за подмножеството върхове У т , което е с печетпа мощност. 

Аналогично на предишния алгоритъм и тук построените цик¬ 
ли с нечетна дължина се свиват във фиктивни върхове а*. Всеки 
такъв псевдовръх а* съдържа подмножество върхове с нечетна 
мощност. Дуалната променлива и*, свързана с подмножеството, 
се разглежда като дуална за фиктивния връх а*. 

От ограниченията на дуалната задача следва, че 

и { < гшп{а(«,Д а(уД)}. 

3 


Когато за дуалната променлива и{ горното неравенство е из¬ 
пълнено като равенство, върхът г се нарича уплътнен , а в про¬ 
тивен случай неуплътпен. Ако и{ = 0, върхът х се нарича 
празен. Ясно е, че ограничението (8.37) не касае празните вър¬ 
хове и само празните върхове могат да са инцидентни с повече 
от едпо ребро от покритието. Освен това, всеки уплътнен връх 
трябва да бъде съединен с ребро с празен връх. 

Алгоритъмът за построяване на покритие с минимално тегло 
се осъществява на два етапа. Па първия етап се строи сдвоя - 
вале, а на втория сдвояването се преобразува в покритие. При 



Оптимални сдвоявпипя и покрит 


ия 


391 


стартира 1 его на първия етап всички х(г,]) са пула, дуалните 
променливи у т са равни иа нула, а стойпостите на дуалните 
променливи и г удовлетворяват ограниченията на дуалната за¬ 
дача. п ьрвия сгап, на всяка итерация се взима ненаситен оиН 
прьх г, които е пеуплътиен. Като резултат от изпълнението на 
итерация 1 а или ребро, инцидентно с г, се включва в сдвоява- 
иею, или дуалните променливи се променят, така че да бъде 
упльтнеп върха V. При това на първия етан ограниченията па 
дуалната задача трябва да остават удовлетворени, както и да 
са удовлетворени условията (8.36) и (8.38). 

При втория етап най-напред се изключват ненаситените и не- 
унлътнени върхове. След това получепото като резултат от 
първия етап сдвояване се преобразува в покритие, като в сдво- 
яването се включват ребра, всяко от които съединява уплътнен 
връх със съответен празен връх. По този начин се получа¬ 
ва покрите, за което са удовлетворени условията на правата и 
дуалната задача, както и условията (8.36) - (8.38), което гаран¬ 
тира минималност на покритието по отношение на теглото. 

При изпълнението па първия етап на практика проблемът е 
как да се актуализира сдвояването и (или) дуалпите променли¬ 
ви, за да може върхът да стане наситен или уплътнеп. За целта 
е достатъчно в множеството ребра, удовлетворяващи ограниче¬ 
нието (8.33) като равенство, да се построи алтернатвно дърво 
с корен във върха V. 

1 Ако в резултат от прилагане па алгоритъма за строене на 
алтернативно дърво се получи аугментална верига, се прила- 
га почнатата процедура - светлите ребра на веригата стават 
гъмпи (включват се в сдвояването), а тъмните - светли (изк¬ 
лючват се от сдвояването). Върхът V става пцидентен с ребро 

от сдвояването. ^ ^ строене „а дървото се получи нечетен 

1 хй се стяга до фиктивен връх, след което продължава 

цикъл, ТО алтернативно дърво в получения граф. 
строено го лтат 11а стр0 ене на алтернативното дърво се 

ЛЬ ° унгарско дърво, дуалните променливи се актуализи¬ 


рат, така 110Стр осиото алтернативно дърво може да се добави 

ново ребро или ^ дървото става уплътнен. 

б) оч1-вь1- дължава строенето на алтернативното дърво 
В случая 7 ^ а в чая б ) е намерена неутрална аугмеп- 
с корен И-ЯР от ’ коре11а „ до върха ]. В аугменталпата верига 
талпа перю ^ - обръщат” в тъмни и обратно, в резултат на 
светлите р<- * става 1!аситсн за новото сдвояване, а върхът у 
което корен 
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етапа ненаситен, уплътнен прах. 

От казаното следна, ме върхът ?> п крайна сметка етапа или 
наситен, или уплътнен. 

След свиването на нечетните цикли пъп фиктивни върхове 
алгоритъмът за. построяване на покритие е минимално тегло 
преобразува обра тно фиктивните върхово в съответните изход¬ 
ни нечетни цикли. Редът па разгъване на фиктивните върхове 
частично съответства па реда на тяхното получаване. 

По-формалио описание па този алгоритъм и неговата обос¬ 
новка можете да намерите в [47] и [52]. 

Забележка: Н случая, когато за теглата не ребрата са допус¬ 
тими отрицателни стойности, оптималното решение на задача¬ 
та на линейното онтимиране (8.28) - (8.81) ще се достига при 
• т (бЯ = 00 при а(г^) < 0. Очевидно всяко ребро с отрицателно 
тегло трябва задължително да участва в покритието с минимал¬ 
но тегло, а всяко ребро с нулево тегло може да бъде включено 
в покритото с минимално тегло. Ето защо, ако искаме корек¬ 
тно да използваме предложения алгоритъм, трябва да се нап¬ 
рави следното. Достатъчно е ребрата с отрицателни тегла да 
се преобразуват като ребра с нулево тегло. След това с пред¬ 
ложения алгоритъм може да се намери покритие с минимално 
тегло в получения граф с неотрицателни тегла на ребрата. Към 
полученото покритие се добавят всички неучастващи в покри¬ 
тието ребра, имащи до преобразуването отрицателни тегла В 

резултат се получава покритие с минимално тегло за изходния 
граф. ^ 


2.9. Алгоритми за задачи от тип СРР 

ттапагпяЛ ? а Р агра( * ) що п Р°Д ъ лжим изследванията, започнати в 
параграф 1.6 па предишната глава. Там дефинирахме поняти- 

оилсров цикьл ( вс Рига) в неориентиран граф О = (А г А) и 

дадохме алгоритъм за построяване на ппкпииаш „ к » 1 ; 

1 Шс11и ' ,1а покриващ графа оилеров 

ЦИКЬЛ цикъл, които минава по всяко ребро иа графа точ¬ 
но веднъж. Припомняме, че необходимо и достатъчно условие 

ГьдТ'™“ Г ЪВ ” С ~ върхове на°графа да 

Както вече изяснихме в парагоасЬ 1 б 
тикятя т пшшявф ™ т рА( Р АЛ) > много задачи от прак- 

1 иката се свеждат до търсене на оптимални маршрути в графи, 

ховеГ а гоа'Гвт СТО СЛуЧа " Н ° е “ аЛИВД Условие™ ш ички вV 
хове па графа да са от четна степен. 

юзи пара! раф ще дадсм алюритми за намиране па решение 
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9. 


Алгориигми за задачи от тип СРР 


ца така наречената задача за китайския пощальон. За краткост 
[це означаваме тази задача и задачите от този клас с абревиа¬ 
турата СРР (англ. сЬтезе розЗтап ргоЬ1ет). Класическата фор¬ 
мулировка на тази задача е: ”Пощальон трябва да тръгне от 
пощенския офис и минавайки по всички адреси, да се върне отново 
в офиса, така че да измине минимално разстояние Па езика на 
графите формулировката на проблема изглежда така: 


ЗАЛА ЧА 07 ТИП СРР. В граф С да се намери затворен 


маршрут с минимална дължина, включващ всички ребра на гра¬ 
фа, т.е. но всяко ребро на графа да се премине поне веднъж, 
като движението завърши в изходната точка 5. 

Очевидно, когато всички върхове на графа са четни (четен 
граф), съществува ойлеров цикъл, покриващ графа О , т.е. ци¬ 
къл, минаващ по всяко ребро точно веднъж и дължината на 
ойлеровия цикъл се явява решение на СРР. 

Когато съществуват върхове с нечетна степен, в графа няма 
ойлеров цикъл. Това означава, че някои от ребрата на графа 
трябва повторно да бъдат обхождани, за да се върнем в изход¬ 
ния връх з. В този случай проблемът се състои^ в това кои от 
ребрата повторно да се обходят, така че в крайна сметка из¬ 
минатото разстояние да бъде минимално. С други думи Сг 3 е 
една типична оптимизационна задача. 

Пои по-нататъшното изложение, ако не е казано друго, ще 
считаме, че графът С с свързан и теглата а(г,]) на ребрата 
са положителни (макар че част от получените резултати ще се 
отнасят и за свързани графи с отрицателни тегла). 

Поено се съобразява, че ако бъде намерен оптимален марш- 
пу г на пощальона с начало и край връх з дължината на опти- 
мълния маршрут в графа не зависи от избора на начален връх. 
Т пя етака защото ако е избран за начало на маршрута върха 
шо пано или късно ще преминем през друг връх I, различен 
откъдето отново ще се върнем в 5, т.е. оптималният мар- 
01 Л с начало връх I има същата дължина като оптималния 

маршрут с начало 5. 


1 . 


СРР в неориентиран граф С = (Х,А). 


1 Когато графът С е чететт, както вече споменахме, в него 
има ойлеров цикъл, който дава решение на СРР. Алгоритъм за 
намиране на ойлеров цикъл в неориентиран граф с четни сте¬ 
пени на върховете, беше даден в параграф 1.6. 

2. Нека графът С = (Х,А) не е четен. При всеки маршрут на 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


пощальона за всеки връх х броят на "влизанията” във върха е 
равен на броя на "излизанията” от него. Оттук веднага следва, 
че ако връх х е печетеп (с нечетна степен), то поне едно реб¬ 
ро, инцидентно с този връх ще бъде обходено повторно. Ако с 
/(г,7) означим броя на допълнителните преминавания но ребро- 
то (м), пощальонът ще преминава през реброто (г,7), Н г ?7) + 1 
пъти. Повторното (многократното) преминаване през реброто 
(г,7) може да се интерпретира като наличие на ново, фиктив¬ 
но ребро (г,7) в графа (7 (или нови фиктивни ребра (*,7)). С 
други думи, пощальонът трябва да определи стойностите на 

променливите /(г,7) така, че ^ а(г,7)./(г,7) да бъде минимално. 
Припомняме, че броят на нечетните върхове във всеки граф е 
четно число (теорема 1.1 от глава /). 

Нека върхът х е нечетен и повторно се обхожда реброто 
(х.у). Добавянето на това фиктивно ребро (х,у) в графа С пра¬ 
ви четна степента на х и променя степента на връх у ако 
върхът у е бил четен, след добавянето на фиктивното ребро 
(х,у) степента му ще стане нечетна. За да изравним броя па 
"влизапията” и "излизанията” във върха у, трябва ипцидеитпо 
с у ребро да бъде повторно обходено и т.п., докато стигнем до 
друг връх г, който е от нечетна степен (добавянето на фиктивно 
ребро, инцидентно със г, го прави четен връх). 

С други думи, за да се изравни броят на "влизапията” и 
"излизанията”, за всеки връх на графа: 

а) ако върхът х е нечетен — нечетен брой ребра, инцидентни 
с този връх, трябва повторно да се обходят; 

б) ако върхът х е четен — четен брой ребра, инцидентни с 
този връх (нулата също е четно число) трябва повторно да се 
обходят. 

От казаното следва, че всяка верига от повторни, фиктивни 
ребра, стартираща от нечетния връх х, задълчителпо завършва 
в друг връх с нечетна степен, като разбира се веригата може 
да преминава през върхове с четна степен. 

Да означим с Хш множеството от всички нечетни върхове в 
графа С . Нека Р е множеството от вериги р г] с крайни върхове 
Х{ и X] Е X такива че никои две вериги нямат общ краен връх 
и тези вериги покриват върховете Х 0 ц. Броят на тези вериги 
очевидно е \\Х 0 ц\. По друг пачип казано, Р е съвършено сдво- 
явапе на върховете Х 0 м чрез вериги. Ако добавим ребрата на 
веригата р г] като фиктивни, паралелни ребра в графа С, очевид¬ 
но ще "удвоим” някои от ребрата на С. Изпълнявайки това за 
всяка верига р 13 Е Р, ще получим з-граф С(Р). Тъй като някои 
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ребра на 0 могат да участват в различни вериги р г1 , то някои 
от ребра ха могат да се окажат утроени, учетворени и т.н. От 
направените коментари следва очевидно верността на следното 
твърдение. 


> ТЕОРЕМА 9.1. За всеки цикъл, покриващ С, може да се из¬ 
бере множество Р, за което в графа 0(Р ) има ойлеров покриващ 
цикъл, съответен на първоначалния изоран цикъл в С. При това 
съответствието е такова, че ако първоначалният цикъл минава 
по реброто (.т г , в О, I пъти, то в О(Р) съществуват I ребра 
(реалното и I — 1 фиктивни) Л1ежду Х{ и х 3 , всяко от които се 
обхожда точно един път в ойлеровия цикъл в С(Р). Вярно е и 
обратното твърдение. <з 


Доказаната теорема автоматично дава идея за решаване па 
СРР. От теоремата следва, че за намиране на оптимален мар¬ 
шрут, т.е. решение на СРР, е достатъчно да намерим онова 
"верижно” сдвояване Р* па върховете от Х ос м, което е с ми¬ 
нимално сумарно тегло, т.е. даващо мипимално допълнително 
тегло. Намирането на това верижно сдвояване може да стане 
така: 


АЛГОРИТЪМ ЗА РЕШЕНИЕ НА СРР. | Разглеждаме графа 


С = (. Х оМ ,А '), където Х 0 ц е множеството върхове с нечетна 
степен от О, а А' е множество ребра, съединяващи всяка двойка 
върхове от Х 0 Дс1-> т - е - пълен граф с върхове А оа ;^. 

С помощта на алгоритъма па Флойд (параграф 2.3) намира¬ 
ме най-кратките пътища между всеки два върха на графа С и 
техните дължини. Да означим с (1 {] най-краткия път между не- 
четните върхове ц и х } , т.е. теглото на реброто {х г ,х,) в С'. 
Тъй като в С' трябва да намерим сдвояване с минимално су¬ 
марно тегло заменяме теглото д гз на всяко ребро в графа С с 
0-(1 където 9 е достатъчно голямо число и прилагаме алгори¬ 
тъма за търсене на сдвояване с максимално тегло, предложен в 
параграф 2 8 Очевидно този алгоритъм ще генерира сдвояване 
с минимално 'сумарно тегло за графа С при тегла па ребрата 
(1ц . 

Тъй като ребрата в С са съответни па веригите, съединява¬ 
щи почетните върхове на С, определянето па верижно сдвояване 
с минимално тегло задава ребрата в графа С , които допъл¬ 
нително ще бъдат обходени, така че полученият маршрут да 

бъде оптимален. 
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Рл.2. Оптгинштциопии алгоритми н графи и мрежи 


III ИМЕР 9.1. Да се намери оптималния маршрут на пощальона в следни,, 
'Раф (пунктираните ребра не са от графа О): 


Граф С: 
(плътни ребра) 



Граф С(Ъ) 
(псички ребра) 


Най-кратките разстояния между всеки два нечетни въпха п Г тгЬ а г 
зададени в таблицата долу: Ш върха п г Р а фа С са 


а Ь с (I 

п 

0 3 3 4 

Ь 

3 0 3 6 

с 

3 3 0 3 

(1 

4 6 3 0 



а 3 

ь 

гр Граф С 

1еглата на ребрата в С са дължините на най ™ 
нсеки два нечетни върха на графа С. 13 конкретния пп’ атките пътища между 
зираме тези тегла 6 .„ заменяйки ги с в - Р (™ в ТшпГ“* ™ аКТ У‘ гли ' 
алгоритъма за сдвояване с максимално тегло Ол“ Р 10 °) И Ла п Р илагаме 
ла д Х] сдвояване с минимално тегло) тъй кат ИТ ° Щ6 гепе Р и Р а п С с тег- 
Всевъзможните сдвоявания в С' (без ла я ° сл ^ чаят е Достатъчно прост. 

А = {(«, Ь), (* с)} - тегло на^даояването^+^^г — а ) «: 

Веригата с минимално тегло сдвояла, Г 3 + 3 = 6 ' 

а веригата --нима с сдвояваща Грх^тЛ .‘“ДЗ 

Р.Ла.с]: тегло на сдвояването 3 + 6 — 9 

Удвояването с минимално тегло е А. Слрппп 9 ' 
та от това верижно сдвояване към графа С ше лпп1 еЛИ ° д °бавянето на ребра- 
всички върхове са от четна степен. Ойлеровият пи* Д ° Графа С (А), в който 
оптималния маршрут на пощальона. ЪЛ в г Р а Ф а С {Р\) задава 

С предложения в параграф 16 алгоритъм за 
намерете този цикъл в получения граф С(РЛ | |с иа ойлеров цикъл, 
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^^п ритми за задачи огп тип СРР _ 

Ще докажем гледното твърдение: 

р> ТЕОРЕМА 9.2. Пека Р* е верижното сдвояване па нечетни¬ 
те върхове на С> с минимално тегло. Тогава в графа С(Р*) за вся¬ 
ко реално ребро на графа О съществува най-много едно фиктив}Ю 
ребро. 

Доказателство: Да разгледаме в Р* две произволни ве¬ 
риги Ргу и р рч , свързващи съответно върховете х 3 и х р , х ч . 
Напомняме, че това са най-кратките (т г — х 3 ) и (х р — х ч ) пътища 
и освен това, че Р ж е верижното сдвояване с минимално тегло. 

П1е покажем, че никои две вериги на Р * не могат да имат 
общо ребро, откъдето следва, че никое ребро на графа С не 
може да бъде обхождано допълнително повече от един път. Да 
допуснем, че веригите р гз и р рч от Р* са ребрено пресичащи се, 
т.е. имат общо ребро, както е показано па чертежа долу: 



и , V. 


•? 3 1 


V, и, 


• • • ? 


х 


я- 


Ръ'} • %гч 
Р Р д : х рч 

Тогава очевидно сумарното тегло на това верижно сдвояване 
„ключва теглата на всички ребра по веднъж плюс теглото 
п(и V) на реброто (и, у). Очевидно обаче, в следствие допус- 
• съществува друго верижно сдвояване иа тези двойки 

нечетни върхове, например 


Рг^ • %гч •••> ^ч •• • ч ^<7 ч 

РрЗ " *^рч "ч ^ч •••) ^. 


т то па това сдвояване е по-малко от теглото на предишното 
„ ‘точно С о(и,«). което противоречи на това, че Р* е верижно 
сдвояване с минимално сумарно тегло. < 
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Гл.2. Оптимпза 1 ^ 10 пп 11 алгоритми в графи и мрежи 


От теоремата следва, че след прилагапето на алгоритъма за 
намиране па оптимален маршрут на пощальона, всяко ребро па 
графа 0 се обхожда поне веднъж и най-много два пъти. 

2. СРР в ориентиран граф (7 = (Х,Е). 

При орисптирани графи задачата СРР (за разлика от нео- 
риентирапи графи) може да няма решение. Това се случва за 
ориентирани графи, в които има такова множество от върхове 
А С А, че липсват дъги, изходящи от върховете на множество¬ 
то X' към върхове, непринадлежащи на X '. Например в графа, 
изобразен долу, СРР няма решение: 

е (I 



Множеството X — {а,6,е,с?} е такова, че отсъстват дъги с 
начало връх от това множество и край в множеството върхове 

Ако не съществуват такива множества от върхове X' в графа 
Ст, задачата за пощальона винаги има решение. 

„ В ориентирани графи, както и при неориеитираните, броят 
влизания на пощальона в даден връх трябва да бъде равен на 
броя излизания от този връх. С други думи, ако полустепента 
на входа (1 (ж) на произволен връх ж не съвпада с полустепеп- 
та на изхода <*+(*) на този връх, пощальонът задължително ще 

° аГяко И1ЩИДеПТ11И с * повторно. По-точно: 

а] ако (I (ж) > а (ж), пощальонът е длъжен да обходи повече 
от един път някои от влизащите във върха ж дъги- 

' ак° “ [х)>(1 (ж), пощальонът е длъжен да обходи някои 
от излизащите от ж <дъги повече от един път 

ПЪРВИ СЛУЧАИ. Графът С = (X Р\ ' 

,+ / \ \ 1 Р ь (л,Ь) е симетричен , т.е. 

а (х) = а (ж) за всеки връх х Е X 

всекиГгГппЛ 03 ; СЛУЧаЙ ГрафЪТ ° е Четеп - степента на 
всеки негов връх е четна и за намиране на оптимален маршрут 

може ла се използва методът за намиране на ойлеров пикът 
предложен в параграф 1.6. С други думи, при симетрични ори¬ 
ентирани графи оптималното решение на СРР се явява същес¬ 
твуващия в графа покриващ ойлеров маршрут. 
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ПРИМЕР 9.2. Да се намери оптимален маршрут на пощальона в следния 

граф: 



6 


Използваме предложения метод в параграф 1.6. Тръгваме от върха 1 и 
се движим (в случая съобразявайки се с посоката на ребрата) по различни 
дъги, докато отново стигнем във върха 1 (всеки друг връх на графа може¬ 
ше да бъде избран за начален), т.е. докато получим някакъв ойлеров цикъл 
(незадължително покриващ). Например цикълът р\ = (1,2), (2,3), (3,1). 

Ако този ойлеров цикъл е покриващ за графа, задачата е решена. В про¬ 
тивен случай, дъгите на получения цикъл се изключват (от разглеждане) от 
графа — както е в нашия случай, цикълът р\ не е покриващ ойлеров цикъл. 
Избираме друг произволен връх, инцидентен с някоя от останалите дъги в 
графа Например връх 3 и по същия начин се движим, докато получим нов 
_ ("} А) (А 5) (5,3). Изключваме и тези дъги от графа (нравим 

това докато множеството на оставащите дъги е ф 0). След това избира¬ 
ме връх 4 (инцидентен с оставащи, неотстранени дъги) и получаваме цикъла 
” Р М 11 7 61 (6 4) Отстраняваме дъгите на цикъла р 3 и в този момент 

р3 ” ^ У ’ гпяЛа пече са отстранени. По този начин разбиваме графа 

Гпрос™ ребреГн Ф е" ре е с Ч ич С а Щ и се "цикли, което дава възможност-бързо да 
получим покриващия ойлеров цикъл (за подробности виж параграф 1.6). 



тт М се в първия цикъл р и докато стигнем началото на следващия 

Движим е цикъла р1 и продължаваме движението в цикъла р 2 , ло- 

цикъл Р 2 - < 1 * началото на следващия цикъл. Всеки път напускаме текущия 

като стигнек ^ рием до „ачалото на следващия и т.н. докато стигнем до нос- 
цикъл щом ' който описваме изцяло, след това се връщаме в предпоследния 
лсдния ’ жим по непреминатите негови дъги и т.н., докато достигнем до 

цикъл и завършим движението си в началния връх. 

тп^ОИИЯ Д**^ и 

в конкретния случай полученият с помощта на циклите /п, щ и р з ойлеров 
цикъл е следният: 

(1.2), (2,3). (3,1), (1,1), (1,6), (6,4), (4,5), (5,3), (3,1). 
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ВТОРИ СЛУЧАЙ. Пека гега графът С нс е симетричен, т.е. 
съществуват върхове х Е X, такива че <7+(т) / 

Както изяснихме в предварителните коментари, в този слу¬ 
чай някои от дъгите на графа. (7 ще бъдат обхождани повторно 
(пеколкократно). С помощта па потоковите алгоритми може да 
се реши задачата СРР за оптимален маршрут на пощальона тю 
следния начин: 

Да означим с /(г, 3 ) броя на пов¬ 
торните обхождания на дъгата (г,^). Очевидно /(г,^) > 0, цяло 
число. Задачата за оптимален маршрут може да се формулира 
така: 

(9.1) —* т1п 


И ЛЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. 


при ограничения 

(9.2) Д(о + = «г(о + 53 ю , о- 

3 3 

Ограниченията (9.2) изразяват условието във всеки връх да 
се влиза толкова пъти, колкото се излиза, като при това се ми¬ 
нимизира изразът в (9.1). Условията (9.2) могат да се запишат 
още така: 

(9.3) 51 [/(*> 3) - /(•?> *)] = <П*) - <1+(г) = /;(*). 


Формулираната задача (9.1), (9.3) представлява задача за 
поток с минимална стойност (вж. параграф 2.5). 

Върховете, за които ^(?) > 0, представляват източници с 
предлагане П(г). Аналогично, върховете, за, които В(г) < 0 се 
явяват стокове (крайни пунктове) с търсене, равно па \П(г)\. 

Върховете, за които В(г) = 0, се явяват вътрешни върхове на 
мрежата. г 

Формулираната задача за поток с минимална стойност в мре¬ 
жа с няколко източника и няколко стока, както отбелязахме в 
параграф 2.5, може да се реши като се въведе допълнително 
главен източник 5 и главен сток Т в мрежата. Допълнител¬ 
ният източник 5 е свързан с дъги с всички други източници 
на мрежата, а всички стокове (крайни пунктове) са свързани с 
дъги с главния сток 1 . Капацитетите (пропускателните способ- 
пости) па дъгите, излизащи от главния източник 8 са равни па 
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предлагането на съответния (неглавен) източник 3{. Аналогич¬ 
но капацитетите на дъгите, влизащи в главния сток Т, са равни 
на търсенето на съответния (не главен) сток 1^. 

13 получената по гореописания начин мрежа теглата (цените) 
на допълнителните дъги от вида (8, з г ) и (ЩТ) са нула, теглата 
на останалите дъги, т.е. дъгите на графа о, се разглеждат като 
дени за пренос на потока (капацитетите на тези дъги са оо, т.е. 
са неограничени). 

Тъй като десните части па равенствата (9-3) са цели числа, 
то алгоритъмът за поток с минимална стойност ще генерира в 
мрежата целочислен, неотрицателен поток /(г ,]) във всяка дъга 

Ясно е, че оптималните значения /(г,^) на потока миними¬ 
зират израза (9.1), ето защо след определнето на оптималните 
/(г,У) можем да построим граф С", в който реалната дъга {г,3) 
на графа С повторно се обхожда още /(г,з) пъти. Поради ус¬ 
ловието (9.3), еквивалентно на условието (9.2), графът Ь се 
явява симетричеп, т.е. в него броят на влизащите и излизащите 
дъги от всеки връх е равен. От разглежданията, направени в 
предишния случай, в С' може да се намери покриващ оилеров 
маршрут и той ще се явява оптимално решение на задачата 1 

за графа С. 

Ще илюстрираме предложения алгоритъм със следния при¬ 
мер: 


17РИМРР 9 3 Ше намерим оптимален маршрут на пощальона за следния 
ориентиран, несиметричен граф С. Теглата на дъгите в графа 6 са дадени 
на чертежа долу. 



Пресмятаме полустепените на входа и изхода за всеки от върховете на гра¬ 
фа С. за да определим съответно източниците, стоковете, вътрешните върхове 
на мрежата и капацитетите на допълнителните дъги, инцидентни с главния из¬ 
точник 5 и главния сток Т, които в последствие ще въведем. 
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<1 (51) = 3 > й + (51) = 1 
сП( х) = 2 = Л + (х) 

(1~{ у) = 1 = (* + (у) 

й~{и) = [<^{и) = 2 
г{1 2 ) = 1<(1+{1 2 ) = 2 


— върхът л 1 е източник с предлагане 3 — 1 — 2, 

— върхът х е вътрешен връх за мрежата; 

— върхът у е вътрешен връх за мрежата, 

— върхът /] е сток с търсене |1 — 2| — 1, 

— върхът / 2 е сгок с търсене |1 — 2| = 1. 


Въвеждаме допълнителен главен източник 5 и главен сток Т. На чертежа 
долу е изобразена получената мрежа: 



Числата, приписани на допълнителните дъги (5, $ 1 ), (П,Т) и (/ 2 ,Т) са на¬ 
мерените за тези дъги капацитети. Тези дъги са с тегло (цена) нула. Всички 
останали дъги в мрежата са с неограничен капацитет и тегла (цени), указани 
в предишния чертеж. 

Алгоритъмът за търсене на поток с минимална стойност от 5 до Т, оче¬ 
видно ще пренесе една единица поток по веригата 


(5, 51 ), (* 1 ,х), (х,* 2 ), (* 2 ,Т) 

на сумарна цена 11. 

Втората единица поток ще бъде пренесена но веригата 
(*$,.?!), (.51, х), (х,1 2 ), {12, и), {и у Т) 

на сумарна цена 15. 

Следователно Да,,*) = 2. Д*,М = 2, /(<,,<,) = 1 . Във всички други дъги 
на графа (7 величината на потока /(?,.?) = 0. 1 у Л 

Следователно пощальонът трябва допълнително да обходи дъгата Гч, гЧ 
два пъти, дъгата (х, 1 2 ) — два пъти и дъгата (* 2 , <0 — един път 

Добавянето на цитираните по-горе фиктивни дъги толкова пъти, колкото 
уточнихме, към графа С, води до симетричен ориентиран граф С за който 
вече дадохме алгоритъм, намиращ оптимален маршрут на пощальона. 
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Решаването на СРР в смесен граф, т.е. граф с ребра и дъги, 
се решава също с помощта на потокови алгоритми. Ще отбе¬ 
лежим, че при смесен граф 0 трябва да се разгледат следните 
три случая: 

1. Графът С е четен и симетричен. 

2. Графът С е четен, но несиметричен. 

3. Графът С е нечетен и несиметричен. 

Първият от горните три случая лесно се решава като се при¬ 
ложат последователно дадените вече методи за симетричен ори¬ 
ентиран и четен неориептиран граф. 

Алгоритми, решаващи проблема в другите два случая, мо¬ 
жете да намерите в [47] и др. 

2.10. Алгоритми за задачи от тип Т8Р 

В параграф 1.6. на предишната глава формулирахме поня¬ 
тията хамилтонова верига и хамилтонов цикъл в граф С — ци¬ 
къл, който минава през всички върхове па графа точно веднъж. 
В практиката съществува един голям клас задачи, свързани с 
намиране на оптимален маршрут в граф. Поради различната 
терминология, използвана в литературните източници, ще фор¬ 
мулираме следната задача, която ще наречем (обща) задача па 
търговския пътник (англ. ТгаусШп§ 8а1езшап РгоЬюш/. За крат¬ 
кост тази задача ще означаваме с абревиатурата Т8Р. 

1. Задача от тип Т8Р. 

Търговец трябва да постои всеки град от даден регион (поне 
веднъж) и да се върне там, откъдето е тръгнал, каго при юва 

измине минимално разстояние ( ). 

Обърнете внимание, че при ТЬР пяма изискване всеки град 
да е посетен точно веднъж. 1 ърговецът се стреми да осигу- 
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ри поне едно преминаване през всеки град, като основният му 
проблем се състои в минимизиране на дължината на пътя, т.е. 
за него не е съществено дали ще преминава повече от един път 
през даден град. С други думи, ако минимизирането па из¬ 
минатия път предполага многократни преминавания през даден 
град, търговецът ще ги реализира. 

Обръщаме внимание, че в Т8Р дължината на пътя може да 
се интерпретира като разстояние в километри, цена на загуби в 
лева, загуба на време в часове и т.п. 

Ще формулираме и следната задача: 

(**) В граф да се намери хамилтонов цикъл с минимална 
сумарна дължина. 

В по-нататъшните разглеждания, ако пе е казано нищо друго, 
ще разглеждаме свързани графи с тегла на дъгите а(х,у) > 0. 

Очевидна е връзката и различията на формулираните задачи 
(*) и (**). 

1. Обръщаме внимание, че оптималният маршрут на търго¬ 
веца не винаги се явява хамилтонов цикъл. 



В горния граф оптималният маршрут на търговеца очевидно 

(1,2), (2,1), (1,3), (3,1). 

Търговецът е посетил всички градове и е изминал възмож¬ 
ното минимално разстояние 4. Очевидно оптималният маршрут 

пикт а Р Гп В ™ е 6 Х “ илтон ° п 1ШКЪЛ - Оптималният хамилтонов 
цикъл (в случая той е един) е 


(1,2), (2,3), (3,1) 
и неговата дължипа е 102. 

2. Има обаче връзка между формулираните по-горе две за 
дачи и тя се дава със следната теорема: 
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> 7 ЕОРЕМА 10.1. Ако за всяка двойка върхове ( х.у ) в графа С 
е изпълнено неравенството на триъгълника , т.е. 

а { х -> у) < а(х, ~) + а(г г, у), за У.г ф х , у, 

77?а хамилтоновият контур се явява решение на Т8Р (когато та¬ 
кова съществува). < 


С други думи, ако графът С удовлетворява неравенството на 
триъгълника, оптималното решение на (**) се явява решение 
па (*)• 

Не е необходимо да се търсят алгоритми за решаване на вся¬ 
ка от горните две задачи. Ако графът С не удовлетворява не¬ 
равенството па триъгълника, дължината а(х,у) на всяка дъга 
(х,у), неудовлетворяваща неравенството, можете да замените с 
дължината па най-краткия (х — у) път. Тогава алгоритъмът, 
намиращ оптимален хамилтонов цикъл (т.е. алгоритъмът за 
решаването на (**)) ще геперира решение па (*) — достатъчно 
е в това решение дъгите а(х, у) с намалена дължина да замените 
с дъгите, участващи в най-краткия път между върховете х и у. 
Ето защо е достатъчно да се намери алгоритъм за решаването 
па (**), което автоматично дава възможност да се решава и ( )• 
Обърнете внимание, че ако трябва да се намери хамилто- 
пов цикъл с максимална дължина, също не е необходимо да се 
пазоаботва алгоритъм за решаването на този проблем. В този 
случай може да се постъпи така (тази техника вече използвах¬ 
ме в параграф 2.8 и 2.9): Заменете теглата а{х,у) па дъгите по 

слсднтля начин 

а '(х, у) = 0 - У ) > °’ за У ( х > »)> 

където в с достатъчно голямо число. Очевидно тогава 

V «'(*,*)= Е [е-а{х,у)} = 9\Х |- а(х,у ), 

С сме означили оптималния хамилтонов цикъл, а \Х\ 
където със _ гите в цикъла (всеки хамилтонов цикъл в графа 
е броят на с] ’ държа точпо щ дъги). Ясно е, че при предло- 
^ — (Л,^) дур а хамилтоновият цикъл с минимална дължина, 
-кеиата пр° ^ ДЪГИ те с променени тегла е еквивалентен на ха- 
:з,стоят сс цикъл с маК симална дължина, състоящ се от същи- 
лилтоно омене на дължина, 

ге дъги с - 1 
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В параграф 1.6 и 1.8 дадохме пече условия за същестувапе 
на хамилтонови вериги (цикли) и алгоритми за тяхното намира¬ 
не. Няма да повтаряме казаното, но в тази връзка ще добавим 
следното. 

Ако графът не е силно _мързан (вж. параграф 1.3), в не¬ 
го липсват хамилтонови цикли (хамилтоновият цикъл съдържа 
път между всяка двойка върхове на графа). 

о ТЕОРЕМА 10.2. Ако графът С = (Х,Е) удовлетворява усло¬ 
вията: 

1. Графът С е силно свързан; 

2. д(х) > |Х|, за Ух 6 X, 

то в графа О съществува хамилтонов цикъл. < 

Формулираната теорема е удобен начип за установяване съ¬ 
ществуването на хамилтонов цикъл, тъй като с алгоритъма на 
Флойд или Ландиг за НКП (вж. параграф 2.3) лесно се прове¬ 
рява условие 1., а условие 2. се проверява тривиално. 

В бъдеще ще разглеждаме графи без примки и паралелни 
дъги. Хамилтоновите цикли не могат да съдържат примки, ето 
защо добавянето или премахването на примки в графа не влияе 
на съществуването на хамилтонов цикъл. Аналогично същест¬ 
вуването на паралелпи дъги ( х,у ) не влияе на съществуването 
на хамилтонов цикъл и отстраняването на всички такива дъги с 
изключение на минималната дъга ( х,у ) не влияе на дължипата 
на оптималния хамилтонов цикъл. 

2. Методи за решаване на Т8Р. Долни граници 

В параграф 1.8 споменахме за използването на долни грани¬ 
ци като удобно средство, за да бъде отчетено отклонението на 
произволно допустимо решение от оптималното. 

13 [1] с използването на потокови алгоритми е даден метод за 
изчисление на долна граница X] за Т8Р. 

Ние ще разгледаме начин за определяне долна граница за 
ТЬР с помощта на зядячлтз, за, назначенията, (англ. Азз^птеп- 
I I гоЪ1ет) и задачата за покриващо дърво с минимално тегло 
(англ. 8Ьо г1сб1 5рапшп§ Тгее). 

За краткост в бъдеще за цитираните горе две задачи ще из¬ 
ползваме абревиатурите АР — задача за назначенията и 35Т 
— задача за покриващо дърво с минимално тегло. 

Методите, които ще разгледаме, са предложени от Кристо- 
фидис Н. в [2]. 
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2 И които пече разгледахме в параграфи 1.5, 

г гср ]>’’ 6 Р ешават просто и ефективно за разлика от задачата 

пя пя1^ КаТ л На Тези лве задачи с Т8Р дава възможност да се 
I азраоолят ефективни методи за решаването па ТЗР. 


М1ЕА1р АШЛА Щ ТЗР ЧРЕЗ АР. 1 Задачата АР като за 

-1с1 Па, ЛИ АТТ^ТЖХ ^ ~_ _ 


---_ —— и /11 ,| оадачата аг катс 

дача на линейното оптимираце може да се формулира така 


( 10 . 1 ) 


п 


У! с о 


Ш1П 


.7 = 1 г=1 


при условия 



( 10 . 2 ) 




(10.3) 


2Ду = 1, за V», ) = 1, 2, п, 

3 

= 0 или 1. 


Условието (10.2) гарантира пикличпост на решението — във 
всеки връх влиза и от него излиза една дъга. Освен това С = 
1 С Д е матрицата на теглата, а [<^] е (п х п)-матрица, в която 

- 1 5 а ко върхът Х{ е ^назначен към върха х 3 (работникът за¬ 
върши работата х 3 ) и ^ = 0, в противен случай. 

Очевидно същата схема може да се използва и при ТЗР като 
приемем = 1, ако търговецът преминава директно от град 
х х в град х 3 и (у = 0 в противен случай. Разбира се, в ТЗР 
трябва да се положи сц = оо, за % = 1, 2, ..., п, за да отстраним 
примките. 

От казаното е ясно, че ако към задачата АР, формулирана с 
(10.1) - (10.3), наложим допълнителното ограничение решени¬ 
ето па АР да бъде единствен цикъл (хамилтонов), а не някол¬ 
ко несвързани цикъла, тце получим формулировка на задачата 
ТЗР. 

С други думи, ТЗР се получава от АР с добавяне на допъл¬ 
нително ограничение (изискване). Добавянето обаче на произ¬ 
волно ограничепие в АР увеличава или в най-добрия случай 
запазва минималното значение па г, определено в АР. Следо¬ 
вателно 2 ^ т | п на АР се явява долна граница за решението на 
задачата ТЗР с матрица на теглата [с,у], т.е. 


ОрИтпит(АР) < ОрИтит(Т5Р). 
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' г Жц 


ДОЛНА ГРАНИЦА НА Т8Р ЧРЕЗ 8ЯТ. Пека С = (у А \ 

- -к .. .. ' п „ .... у ,л ) е 


нсориептирап граф (матрицата на теглата С е симетричг \° 
Лко реброто (т}, .т 2 ) участва в оптималния хамилтотюв ц Ик , ' 
да отстраним това ребро от цикъла. Ше получим верига С г . 
тояща се от п- 1 ребра (напомняме, че ребрата в хамилтоно/^ 
цикъл са п), минаваща през всички върхове с начало х\ и кг « 
х 2 . Теглото Ь па минималното покриващо дърво е очеви; И 
долна граница за теглото па тази верига. Следователно Ш ° 


(10.4) 


Г(35Т) + с(т 1 , х 2 )< ОрИтитп(Т5Р). 


В общия случай обаче може да не ни е известно никое от 
участващите в оптималния хамилтонов цикъл ребра, което пра¬ 
ви невъзможно на практика определянето на цитираната гопо 
долна граница. В [53] обаче е доказано, че най-дългото ребро 
в цикъла е с дължина не по-малка от шах Хг {с(х,,.?)}, където с 5 
е означен вторият най-близък връх до върха х г . По този начип 
получаваме следната долна граница за ТЗР: 


(10.5) 


Х + шах{с(х 1 ,б)} < ОрНтпит(Т5Р). 


РЕЛАШЙ ШШу Т5Р, АР ИШ] Нека С о нсориептирап 


- ------ ~ 

оГп Ф об^ ОЗПаЧИМ , С °( Т8Р "> пок Р ив ащия подграф, състоящ се 
ребрата на графа 6, участващи в оптималния хамилтонов 

веТи* прбп^ 03ИаЧИМ С графа, включващ всички върхо- 

за наз 1 тачрнмлн^ Ча д ТВаЩИ В оптим ^ Л1ЮТО решение на задачата 
за назначенията. Аналогично с С(35Т) графа състоящ се от 

Р Объш 1 ете а т ВаЩИ “ оптимал1ЮТО Решение на задачата 55Т. 
свойствата Ма " Ие Па слсдпото - Г Рафът 0(Г5Р) притежава 

(1) Графът е свързан. 

(2) Степента па всеки връх е 2 

<2) '-—» 

за назначениятя елно, ако за решението па задачата 

Г п това оешонис ГГ изисква|1е ™ да се изпълнява свойство 
гьрговския пъГик ДС РеШСПИе " а Т8Р - задачата за 

можо б ТГ За '' Рафа С(58 Р С,10ЙСТВО (И ^ изпълнено, но той 
може да не притежава свойство (2\ Гп ' „ есТ 

поискаме да се изпълнява и 

ьраипи върха (примерно х, и х 2 ), които трябва да имат 












ю Алгоритпм и за задачи от тип Т 8 Р 


степсп , ималпото покриващо дърво ще бъде веригата с 

минимално тегло, минаваща през пгии™Л, „п л веригага с 

ппЛпптп (г, т \ Р вси 1КИ п пърха. Лко освен то- 

3 Р ( 72 )} тва в оптималния хамилтопов цикъл то 
ребрата па минималното покоиватп т ^ 

дават решение на ТЗР. ПОКриващо ^рво плюс реброто (х и х 2 ) 

^мртппя а ^ пите коментари е ясно, че са възможни следните 
два метода за решаване на ТЗР: 

А) Използва се решението на задачата за назначенията АР 
(за което е изпълнено свойство ( 2 )) и се опитваме да "подчи¬ 
ним това решение на свойство ( 1 ). 

Б) Използваме решението на задачата ЗЗТ за минимално пок¬ 
риващо дърво (за което е изпълпено свойство ( 1 )) и се опитваме 
да удовлетворим и свойство ( 2 ). 

Направените бележки се отнасяха за графи със симетрична 
матрица на теглата. При ориентирани графи въведохме поня¬ 
тието ориентирано дърво (вж. параграф 2 . 2 ) аналог на поня¬ 
тието дърво. В този смисъл всичко, което казахме за връзката 
между ТЗР и минималното покриващо дърво в неориептирани 
графи, има точен еквивалент, отнасящ се до връзката между 
ТЗР и минималното покриващо ориентирано дърво в случая па 
ориентирани графи. 


НАМИРАНЕ НА МИНИМАЛНИ ХАМИЛТОНОВИ ВЕРИГИ 


ЧРЕЗ ЗЗТ [2]. Нека Т е покриващо дърво в графа О = (А, А), 


а ДТ е степента на върха х г в дървото Т. Отклонението на Т 
от хамилтоповата верига може да се определи по следните два 
начина: 


( 10 . 6 ) 


Ет = (У? - 2) 

Л>2 


или 

п 

(10.7) Ет = X! 1^* “ 2 1 “ 2. 


Очевидно в (10.6) отклонепието (близостта) се отчита само 
по върховете, за които (1■ > 2, докато в (10.7) се взимат под 
внимание и висящите върхове. При хамилтоиова верига ет = 0 
поради което колкото но-голямо е е т , толкова повече дървото 
7 1 • * различава от хамилтоповата верига. 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми е графи и лсрелсц 


Да допуснем, че сме намерили минималпо покриващо дърво 
Т ж в графа 6г, такова че степените па всички върхове са < 2. 

С други думи = 1 или 2 за всички върхове г (дървото ня¬ 
ма изолирани върхове). Ако с р означим броя на върховете от 
степен 1, тогава п — р върха ще имат степен 2. Тогава за броя 
на ребрата в дървото ще получим 


П - 1 = \ ^ 4 = кр + 2(п - р)) = П - | 


1 = 1 


п " 1=п -2 


Р = 2, 


т.е. точно два върха са от степен 1, а п — 2 върха са от степен 
2, което озпачава, че Т* се явява хамилтонова верига. 

Ще илюстрираме казаното със следния пример. 


ПРИМЕР 10.1. Да се намери минимална хамилтонова верига в 
следния граф. 

1 1 




С алгоритъма за намиране на минимално покриващо дърво 
(вж. параграф 2.2) се намира решение Т т \ п на 88Т със сумарно 
тегло 10. 

От чертежа горе вдясно се вижда, че в Т т \ п = 3, т.е. Т тш 
не е хамилтонова верига, защого има връх със степен >2. А на 
нас ни е необходимо да намерим такова минималпо покриващо 
дърво Г, за което степените па върховете в дървото са < 2, ко 
е то гарантира Т да бъде хамилтонова верига. Следователно ] 
оптималната хамилтонова верига трябва да отсъства поне едн< 
от ребрата (3,5), (3,4) или (3,2). 
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С други думи, решението па изходната задача се явява ре¬ 
шение па поне едиа от следните три подзадачи, изобразени като 
върхове в дървото на решенията, дадено по-долу: 




Върховете А, В и С са съответни на задачи със същите мат¬ 
рици на теглата като първоначалната задача, с тази разлика, 
че на указаните ребра е дадено тегло оо, което гарантира изк¬ 
лючването на съответното ребро от решението. 

Да намерим сега минималните покриващи дървета Х^^Л), 
Т т \ п {В) и Т т \ п (С), съответпи па подзадачите Л, В и С. Резул¬ 
татите са дадени по-долу. 


1 1 1 



Следователно за дървото на решенията получаваме: 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми е ?^)афи и мрер^и 


не хамилтонова 
верига 



не хамилтонова хамилтонова хамилтонова 

верига верига верига 


Лолната граница на нашата задача е равна на най-малкото 
от теглата на покриващите дървета Т т \ п (В) и Т т , п (С), 

т.е. долната граница е 28. Тъй като само Т т [ п (В) и Т т ; п (С) 
се явяват хамилтонови вериги с тегла съответно 28 и 29, то 
Т т - т (В) се явява оптималната хамилтонова верига. 

Обърнете внимание, че във възела А по-нататъшни разклоне¬ 
ния не е нужно да се правят, тъй като дори да получим (вслед¬ 
ствие разклоняване на А) хамилтонова верига, нейното тегло 
няма да бъде по-малко от 29. 


Ако в горното дърво решенията па подзадачите, съответни па 
върховете А, В и С не са хамилтонови вериги, избираме реше¬ 
нието с минимално тегло за долна граница I и продължаваме да 
разклоняваме тази подзадача по същия начин. По-общо, след 
всяко разклоняване за долна граница 0 се избира теглото на 

оши висящ връх (връх, в който но о направено разклоняване), 
които е с минимално тегло. 

В много практически задачи обаче, не само се търси опти¬ 
мална хамилтонова верига, а оптимална хамилтонова верига с 
фиксирани краини върхове т, и т 2 . Решаването на тази задача 
се реализира с гореописания метод, наречен "ЪгансЬ-апЛ-ЬоишГ, 
но след малка модификация, основаваща се на: 


> ТЕОРЕМА 10.3. [2] Нека С - [с 1; ] е матрицата на теглата 
(на ребрата) е графа СиМ е достатъчно голямо положително 
число (М е по-голямо от теглото на всяка хамилтонова верига). 
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Пека модифицираме матрицата па теглата С по следния начин 
до С' 



~ С ;1 

+ 

М, ] 






с '\з 

~ с 1] 

+ 

М, 




ф Х[ или 

\ 

С 2? 

— С 2 2 

+ 

м, | 

> (за 

всяко 

Х 3 

Х'1) 

С ']2 

— С^2 

+ 

м, ] 






с' 

ч 

— 

+ 

2 М, 

(за 

всяко 

Х{ 

и Х 3 = Х\ 

или х 2 ) 

е' 

ч 

~ С 13 ■ 

1 


(за 

всяко 

Х г , 

Х 3 Ф Х\ или х 2 ). 


Тогава хамилтоновата верига е минимално тегло при Л 1 атрица 
па теглата С е минимална хамилтопова верига с крайни върхове 
XI и х 2 при матрица на теглата С. 

Доказателство: Възможни са и то само следните видове 
хамилтонови вериги: 

а) х\ и х 2 не са крайпи върхове на веригата; 

б) само следният от върховете Х\ и х 2 се явява краен връх 
па веригата; 

в) Х\ и х 2 са крайни върхове на веригата. 

Теглото на хамилтоновата верига при матрица на теглата С' 
е по-голямо от теглото на същата верига при матрица на тег¬ 
лата С с: 

4 М — за вериги от тип а); 

3 М — за вериги от тип б); 

2 М — за вериги от тип в). 

Тъй като М е достатъчпо голямо (по-голямо от дължината 
на всяка хамилтопова верига), то теглото (при С') на най-дъл¬ 
гата хамилтопова верига от тип в) е по-малко от теглото на 
минималната хамилтопова верига от тип б), а теглото на най- 
дългата хамилтопова верига от тип б) е по-малко от теглото 
на минималната верига от тип а). Следователно минималната 
хамилтопова верига при тегла С' дава хамилтопова верига от 
тип в). С това теоремата е доказана. 


3. ВгапсЬ-ашЗ-Ьоипс! алгоритми за Т8Р 


РЕША В А НЕ ПА Т8Р ЧРЕЗ АР. | Какго вече изяснихме, ре¬ 
шението на задачата за назначенията АР с матрица на теглата 
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Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 


С — [с,у], си = оо за Уг, в общия случай се състои определен брой 
непресичащи се цикли (ако цикълът е един, той се явява опти¬ 
малния хамилтонов цикъл). Например решението на задачата 
АР при 8 върха може да е от вида 

1 4 





(т.е. първият работник върши втората работа, вторият работ¬ 
ник — петата работа, третият работник — четвъртата работа 
и т.н.). 

Ясно е, че ние трябва да изключим даденото решение и всяко 
друго решение, състоящо се от повече от един цикъл, без раз¬ 
бира се да изгубим решението на Т8Р. Това може да се направи 
така: 


МЕТОД НА ПРОСТОТО РАЗКЛОНЯВАНЕ (51МРЬЕ ВКАИ- 


СНШС РВ1Е). 


Този ”ЬгапсЬ-апс1-Ьош1с1 ,, -алгоритъм се със¬ 


тои в следното: ако решението па задачата АР се състои от 
един цикъл, този цикъл е оптималното решение на Т8Р. 

Нека решението на АР съдържа цикъл (а?!, ж 2 , •••, %к, а^), 
който не е хамилтонов. Отстраняването на този цикъл (и всички 
решения, които го съдържат) от по-нататъшно разглеждане, се 
осъществява като поне една от дъгите (х и х 2 ), (х 2 ,х 3 ), ..., (х к ,х { ) 
се отстрани от решението. Отстраняването се реазилизира па 
практика като изходната задача с матрица па теглата [е^] се 
разбие на к подзадачи Р и Р 2 , ..., Р ь както е показано по-долу. 



Ясно е, че решението па задачата Ро , несъдържащо цикъла 
(*0> •••5 ^ 1 )? се явява решение на поне една от подзадачи- 
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тс 7*1, ^2? •••, Р^. С други думи, оптималното решение на Т81 
е решение па една или няколко от тези подзадачи. 

Нека да изключим цикъла с дължина 3 от (*). Ше получим 
следното дърво на решението: 



Ако решим всяка от задачите Ри р г и Рз като задача за 
таченията, да означим съответните тегла на решенията със С„ 
^ и С-Х Тъй като С г се явява долпа граница за 1Ь1 в г , 
Г- 1 2 3 ТО / = тш{Сь С 2 , С 3 } се явява долна граница на 

геглото на решението за изходната ТЗР задача. За определе¬ 
ност без да ограничаваме общността на разсъжденията, да при 
’ / п <с Гг, т е. Ь = Сл. Ако решението на задачата 

Л Тхамилтонов цикъл,’ то това решение ще бъде оптимално¬ 
то решение на началната ТЗР задача. В противен случаи, нека 
например решението па задачата за назначенията Р, е следното: 




б 


8 


Изключваме цикъла (1, 3, 2, 5, 1) и отново решаваме подза- 
дачите Р 4 , Р 5 , р 6 и Р 7 , показани долу: 
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1л.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мре оки 



От чертежа се вижда, че задачата Р 4 е задача, за която в 
матрицата на теглата па 1\ елементът с и = оо. Новата долна 
граница се опредля като ; 1а 

I = шш{С 2 , С 3 , С 4 , С 5 , С 6 , С 7 }, 

ните 0Т з°адачи С ° ЗПаЧИЛИ теглата па Решенията па съответ- 

Да допуснем, че Ь = С 2 . Тогава, ако решението на задача- 
2 е хами лтонов цикъл, това решение ще бъде решение на 
първоначалната ТЗР задача. В противен случай се извършва 

=Го^р П хаДЛ РХ П п ^,' Ю Г ° 1№0П “ 1 ™ (както ЬР а ”к 

П Р° цад УР ата па разклоняваш; и опреде- 
ляпе па долна граница се извършва, докато решението т „ я „ Д 

С текущо тегло I стане хами^топов ,шкт л Топа е пе 1, " 

г.с оптималн ият хамилтонов цикъл за изходната заля,,.-, ’ 

1 Г П/П/^Л гтг 7г , "-- -- ‘ -- 


-----ЛАИСХ1СХ Де1,Дс1Ч<Х. 

М ЕТОД ПА ИЗКЛЮЧВА Щ ОТО Г/ШЛОИяЕшЩ Както из 


ясиихме в параграф 1.8, твърде полезно е т-зКмт, 

дачата 1\ „а подзадачи да сеосъществи така че в ” а 
тимо решение па за ля чл тя р г, ИИ Така ’ че псяко допус- 

една от нейните подзадачи За даТ пш"“" еД,Га и само 

лагат следните правила за разклоняване с пол РЯ Т °“ а ’ С0 ПрИ ' 
цикъла (х -1 X) Т 1 т \ пгхгт е ’ с 11сл отстраняване на 

подзадачи: ’ ’ ’ 1 ’ ° ЩИ до взаимпо изключващи се 

За задачата Р г полагаме с(х ь х 2 ) = оо. 

За задачата Р 2 полагаме с(х и х 2 ) = -М и с(х 2 ,х 3 ) = оо. 
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За задачата Р 3 полагаме с(х\,х 2 ) = с(х 2 ,х 3 ) = —М и с(хз,х^) — °° 


За задачата Р ^ полагаме с(х\,х 2 ) = с(х 2 ,х 3 ) = ... = с(хк-г, %к) 
—М и с(хк , Ях) = оо, 

където (—М) е достатъчно голямо отрицателно число, което га¬ 
рантира дъгите с тегло ( — М) да участват в оптималното реше¬ 
ние. 

Това правило на разклоняване води до взаимно изключва¬ 
щи се подзадачи, тъй като всеки две подзадачи имат поне една 
дъга, изключена от решението на едната, но задължително вли¬ 
заща в решението на другата. 

При този метод на изключващо разклоняване задачата Р з от 
последния чертеж ще се разбие на следните три подзадачи. 



В [2] е даден още един тип разклоняване, който ние няма да 
разглеждаме. 


ЕВРИСТИЧЕЕ_ АЛРОРИТЪМ_ ЗА Т5Р. Разгледаните досега 


методи за решаване на Т5Р бяха от т.нар. клас ”точни методи” 
— методи, които гарантират получаване па оптимално решение. 
За съжаление алгоритмите, реализиращи тези точни методи, в 
много случаи са неефективни и неприложими на практика. Ето 
защо, понякога за практически нужди е полезно да се намери ре¬ 
шение на даден проблем, което не винаги се явява оптималното. 
При това с помощта на долната граница за теглото на опти¬ 
малното решение може да се оцени колко е отклонението (бли¬ 
зостта) на полученото решение от (до) оптималното. Този тип 
алгоритми, даващи решение па проблема, без гаранция за опти- 
малиост, се наричат евристичпи алгоритми (НеигШгс а1догйктя). 

Един такъв семпъл евристичен алгоритъм, решаващ Т8Р е 
следният: 

Вземете произволен хамилтонов цикъл. Означете с (ж ь х 2 
..., х п ) последователността, в която се обхождат върховете на 
графа С. 














418 


За г = 1 2 х 

па п и°еГ*- 

е така, отразете тази гмГ ДОВаТеЛ,юст на обхождане Ако ^ Та 
обхождане. смяна на местата в послелователносттГ!" 1 

Очевидно процеп ^ тг* 1а 

ен, тъй като са краен бвой п!“ “ реда па обхо *Дането е кна 

" п-ьрха и освен това в^ек/п^Т 6 начи11и на .* 

ПР зТ 1 съжален°„е ЛеД01,аТеЛН0СТ «бхТдТе Н ° Ва ’ РаЗЛИЧНа 

лен хамилтонов цикъГневлияТвт' ЛГОр !? тъм изборът на нача- 
лучаваното решение Възможтт опт ималността” на по- 

лоп хамилтонов цикъл с Сго лош" ТРЪГНеТе ° Т пъ Р п онача- 
До цикъл с ”много Лобпя” ттг, лопга дължина и да стигнете 

милтонов цикъл. Както Р и обратното’ Д °, Р Т ”, Д ° оптима лпия ха- 
не толкова лоша дължина,ноТучавТте ре^ие'%7, ЦИКЪЛ С 
различаващо се от истинското оптимално ^решение п ' 1е<л вепо 
е да тръгнете от начален хамилтонов цикъл и на всяка 3 “?*' 10 

иа реда на обхождане да пе съответгтпа ^ " мяпа 

С други думи, алгоритъмът не намира по-доб^”? оТначГлния 
хамилтонов цикъл. ^ м * от начал ния 
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задача за съставяне на графици 144 
задача за търговския 

пътник 119, 265, 403 

задача на линейното оитимирапе 182 
задача с експоненциална слож¬ 
ност 

задача с полиномна сложност 
задачи за избор на маршрут 
задачи за масово обслужване 
задачи за мрежово планиране и 
управление 

задачи за разположение на 
обекти 

задачи за ремонт и подмяна на 
оборудване 


карта 13 ] 

класическа транспортна задача 221 
класове на сложност - МР, МРС, 

МП, МР71... 273-278 


270 

270 

181 

180 

180 

181 


179 


задачи за управление на запасите 179 

Изкуствен базис, 

М-метод 196 

изкуствена, променлива 194 

изолирани върхове 8 

изоморфни графи 20 

изоморфни модели 176 

изроден план 188 

изродена задача 188 

източник 282 

изходяща дъга 8 

инцидентни връх и дъга (ребро) 7 
изчислителен вариант на задача 272 
изчислителна сложност 153 


Канонична задача (форма, 

запис ) 183, 187 

капацитет (пропускателна 

способност) на дъга 282 


клика Юз 

клони на дърво 22 

ко-дърво 22 

коефициент на усилване на дъга 255 

коефициент на усилване и а път 265 

кошонктивеп вход 345 

корен на търсенето 153 

корен на граф 59 

корен на ориентирано дърво 21 

корен на отклонението 260 

комбинирани задачи 181 

компонента 41 

компоненти на граф 15 

компромисно решение 178 

кондензация на граф 61 

конкретна (индивидуална) 

задача 267 

контур 11 

коцикломатично число (ранг) 38 

краен връх на път 11 

краен цвят 375 

край на верига (краен връх на 
нерига) 

крайни области 
критерий за оптималност 
критичен път 
критична операция 
^-оцветим граф 
к- ребрено-свързан граф 
^-свързан граф 
к-ти по дължина път 
^-хроматичен граф 


10 
131 
197, 216 
328, 340 
340 

141 

75 

76 
260 

142 


Лексикографски динамични 

потоци 327 

лес (гора) 21 
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У казагпел. 


линейно оптимиране 
ЛИНИЯ 


177 

89 

324 


282 

284 

103 

103 


Максимален динамичен поток 
максимален (минимален) 

ориентиран лес 232, 240 

максимален подграф 19 

максимална пропускателна спо¬ 
собност (максимален капацитет) 317 
максимална пропускателна способ¬ 
ност на дъга 
максимален поток 
максимален пълен подграф 
(клика) 

максимално независимо мно¬ 
жество 

максимално по мощност съче¬ 
тание 360, 373 

максимално по тежест (тегло) 
съчетание 

максимално подмножество 
максимално покриващо дърво 
максимално покриващо ориенти¬ 
рано дърво 
максимално еднояване 
максимално увеличение на пото¬ 
ка по веригата 
маркиран (разгледан) връх 
маркирано (разгледано) ребро 
маркиращо число 
матрица на достижимост П 
матрица на инцидентност А / 
матрица на контрадостижимост ф 53 
матрица на ограничена достижи 

мост и контрадостижимост 

матрица на ограниченията 
(условията) 

матрица на разрезите 5 
матрица на степените Е) 
матрица на съседство 1 


360 

19 

228 

240 

83 

287 

158 

158 

243 

53 

47 


57 

187 

69 

62 

52 


матрица на теглата 242 

матрица на фундаменталните 

разрези 8} 71 

матрица на фундаменталните 

цикли С/ 67 

матрица на циклите С 67 

математическо моделиране 181 

медиани на граф 350, 354 

метод за решаване на Т 8 Р 406 

метод на изключващото разклоня¬ 
ване (сН5]от1 ЪгапсЬт§ ги1е) 416 
метод на изкуствения базис 196 

метод на обективно обусловените 

оценки 193 

метод на простото разклоняване 

(81шр1е ЬгапсЬш§ ги 1 е) 414 


минимален коефициент на усил¬ 
ване 

минимален подграф 
минимален поток 
минимален разрез 
минимално свързан граф 
минимаксна модификация 
минимаксни задачи за разполо¬ 
жение 

минимална пропускателна способ¬ 
ност (минимален капацитет) 
минимално върхово покритие 
минимално по мощност пок¬ 
ритие 99 

минимално (по мощност) ребрено 
покритие 

минимално по тежест (тегло) 

покритие 99 , 360, 

минимално подмножество 
минимално покриващо дърво 
минимално покриващо ориентира¬ 
но дърво 

минимално свързан неориентиран 
граф 


265 

19 

305 

296 

43 
120 

350 

317 

105 

360 

98 

388 

19 

227 

240 

44 
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У кптте .я 


\ 


минисумарен характер 

120 

1 начална (изходна, пряка) задача 

212 

минисумарни задачи за разполо 


начало на верига (начален връх 


жение 

350 

на верига) 

10 

многокритериални, многоцелеви 


независим резерв от време 

339 

задачи 

178 

независими пътища 

81 

множество от всички индивиду¬ 


независими ребра 83, 

150 

ални задачи 

267 

независимо множество 

103 

множество от съществени върхове 

нелинейно оптимиране 

177 

относно върховете и V 5 

57 

нснаситени върхове 

92 

модел, моделиране 

176 

нснаситсни (светли, експонира¬ 


модифициран симплекс-метод 

210 

ни) върхове 

374 

модифицирана матрица на съсед 


неориентиран граф 

С 

ство 

125 

неориентиран дубликат, двойник 

7 

мост 

78 

непосредствено предшестваща 


мрежа 13, 222 

операция 

329 

мрежови график 

329 

неразделими свързани графи 

24 

мрежово планиране 

328 

несиметрични дуални задачи 

215 

мултиграфи 

7 

несъществени върхове 

57 

мярка за външна устойчивост 

105 

неуплътнен връх 

390 

мярка за доминираност 

105 

неутрална увеличаваща верига 

382 

мярка за независимост (мярка за 


нечетна компонента в граф 

96 

вътрешна устойчивост) 

103 

ниво на важност на цели 

178 

М-метод (задача) 196, 

207 

нулева точка 

350 



А/Р- пълни задачи 

169 

Намаляващи дъги 

284 



напълно сканиран (използван) 


Обединение на графи 

20 

връх 

159 

обикновен симплекс-метод 

196 

наредени двойки 

6 

области (страни) на равнинна 


наситен връх 

83 

карта 

131 


наситени върхове 92 

насители (тъмни) върхове 374 

наследник (потомък на връх) ]63 

най-кратък път (НКП) 242 

най-късен срок 333 

най-надежден път 264 

най-ранен срок 333 

настъпило събитие 330 

начален връх 158 

начален връх па път Ц 

начален и краен връх на дъга 7 


обобщени мрежови графици 
обосновка на алгоритъма за 
намиране на максимално 
покриващо дърво 
обратни дъги 
обратно ребро 

обща форма на дуалната задача 
ограничена достижимост и коп- 
традостижимост 
ойлеров граф 
ойлеров цикъл 


345 


228 

286 

159 

213 

57 

110 

110 









опорен план 

оптимален план (решение) 
оптимизационен вариант на 
задача 

ориентиран граф 
ориентиран лес (гора) 
ориентирано дърво 
ориентирано дърво на най-крат¬ 
ките пътища 

ортогоналност на Л/ и С^ 
ортогоналност на С/ и С| 
остатъчна последователност 
остатъчни степени на върхове 
отворена ойлерова верига 
отклонение от път 
отстраняване на връх 
отстраняване на ребро 
отъждествяване на два върха 
оцветен връх 
оцветяване на върхове 
оцветяване на ребра 
(обща) задача на търговския път 
ник (англ. ТгауеШп§ 8а1ез- 
тап РгоЬ1ет) 

Паралелни дъги (ребра) 
подграф 

нодграф на граф, породен от 
върхове 

нодграф на граф, породен от 
ребра 
план 

. 128, 
планарсн граф 

планарно изображение 
плътност (гъстота) 
поглъщащи алгоритми 
полустепеи на нход на връ* 
полустепен на изход на р 
покриваш ориентиран лес 
покриваш ойлеров ткъя 


покриващо ориентирано дърво 21, 22 


покриващи множества Ю 8 

покриващо дърво 21 

покриващо ориентирано дърво 22 

покритие 300 

покритие с максимална мощност 
и максимално тегло 99 

покритие на Н Ю 8 

полиномна трансформация на 

задача 275 

последователни ребра 136 

постоянно маркиращо число 243 

поток 282 

поток в дадена дъга 283 

поток в мрежа 283 

поток с минимална стойност 305 

потомък (наследник) на връх 163 

прави дъги 286 

правилен многостен 133 

правилно (върхово) ^-оцветяване 141 
правилно ребрено А;-оцветяване 

на граф 149 

празен връх 390 

предшественик на връх 163 

пренос с минимална цена 305 

примка 7 

проекти с минимална стойност 342 

произволно-ойлеров граф 117 

произволно-ойлерови графи 

относно връх V 117 

променливи - статични, динамич¬ 
ни, дискретни, непрекъснати, 
детерминирани, случайни 177 

прост граф 12 

пропускателна способност 

(капацитет) на дъга 282 

прости верига, път, контур или 

цикъл 11 

просто разрязващо множество 32 

пълен биполярен граф ]$ 


187 

177 

272 

6 

22 

21 

246 

72 

73 

63 

144 

110 

260 

20 

20 

20 

243 

141 

224 

403 

7 

17 

18 

18 

177 

129 

129 

103 

224 

8 

8 

239 

110 
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16 
84 
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263 


Реб Рено пс^гл 

л ° к РИтие с 
гсгло Ми,, »Мал, 1о 

рооро,:: .* граф 
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Регулярен (еднор 0деп \ 

Р^ДУПЛ1ТТ^ -_ / ' Г Р&ф 


Равнинна карта 
разбиване 

Разделящо множество 
разделими свързани графи 
разклонение на път 
разклоняване (ЪгапсЬт 6 ) 
разпознавателен вариант на 
задача 

разполагане на граф 
разполагане на обекти 
разпределителен метод 
разрез на граф 
разрешаващи възли 
разрешимост на подзадача 
разрязана (пресечена) матрица 
на инцидентност 
разрязващо множество 
разстояния в граф 
разстояние от тип "връх- 
връх” (ВВ) 

разстояние от тип врт 
дъга (ребро)” (ВД) 
разстояние от тип 
връх” (ТВ) 
ранг на граф 
ребра на граф 
ребрен граф 


131 

108 

76 

24 

260 

169 


272 

129 

349 

222 

33 

345 

167 


48 

32 

350 


350 


уХ~ 


351 


’ точка- 


свързаност 


ребрена. 

•брено покритие 


351 
23, 38 
6 

121 

75 

97 


Ревяща се (алтер„ ат№ 
верига Иа ) 

Релации между ТЗР, Л Р и ес т 
Рефлексинен граф ^ 

Решение (оптимален план) 

Снетли ребра 
свиване 

свиване на цветове 
свободен резерн от време 
свободни променливи 
свързан граф 
свързан ориентиран граф 
свързваща точка 
сдвояване (съчетание 
по двойки) 
сечение на графи 
силна свързаност 
силна увеличаваща верига 
силно свързан граф 
силно свързани върхове 
силно свързани компоненти на 
граф 

символ на Ландау 
симетричен граф 
симетрични дуални задачи 
симплекс-метод 
симплекс-метод с естествен 

базис 

симплекс-метод с изкуствен 

базис 

симплекс-таблини 


^8 

119 

] Ю 

150 

150 

158 

14 


92 

108 

И 

177 


91 , 374 
20 


376 

338 

182 

13 

14 
24 


83 , 360 
20 


41 

382 

41 

41 


42 
153 , 268 
11 
214 

193-210 


196 


196 

202 




429 


163 


СИН 


ема различни преставители на 
^фамилията Р (трансферзала) 88 
оСТ иа нарастване на слож¬ 
ността на алгоритъм 
скрити дени 
слаба свързаност 
слаба увеличаваща верига 

СЛОЖНОСТ 

сложност на алгоритъм, на зада¬ 
ча 

сложност по памет 
смесен граф 
собствен подграф 
списък двоики съответни ня 
ребра 

списък на инцидентност 
списък на ребрата 
стандартна задача 
степен на важност на целите 
степен на връх 
степен на достигане на цели 
степен (тегло) иа важност 
стереографична проекция 
сток (краен пункт) 
стохастично оптимиране 
страни (области) иа равнина 
събития 

съвършени (покриващи) сдиолпа 

пия 

съвършено сдвоявапе 
съответна нодматрица 
съотносими върхове 
съседни върхове 
съседни дъги (ребра) 
съседни области 
съседни страни 
$-граф 

($ - 0'Р азрез 


270 

212 

41 

382 

268 

268 

269 

8 

17 

156 

150 

156 

183 

178 

8 

178 

178 

129 

282 

178 

131 

330 

84 

84 

49 

163 

7 

7 

131 

131 

7 

294 


Тегло, дължина, стойност, 

дена на дъга 12 , 222 

тегло (дължина, стойност, цена) на 
път 13, 222 

тегло на дървото 223 

теорема на Берж 92 

теорема на Бине-Коши 50 

теорема на Куратовски 136 

теорема на Кьониг - Еге- 

вари 89, 91, 107 

теорема на Кьониг 87 

теорема на Менгер 81 

теорема на Менделсоп и Далмедж 95 
теорема на Ойлер 180 

теорема на Тат 96 

теорема на Хол 86 

теореми за дуалност (двойнстве- 

ност) 216-221 

теорема за равновесието 220 

топологическа сортировка 330 

транзитивен граф 14 

транспортна задача 221 

трансферзала 88 

тривиален граф 14 

тъмни ребра 91, 374 

търсене в дълбочина 158 

търсене в ширина 164 

търсене с връщане назад 

ЬаскЬгакт^ 143, 169 

тясно място във верига 302 

Унгарски алгоритъм (Кун) 366 

унгарско дърво (Ьип^апап 1 гее) 378 
унимодулярна матрица 49 

уплътнен връх 399 

увеличаваща (усилваща, аугмен- 

тална) верига 92, 374 , 382 

увеличаващи (ненаситени) дъги 284 


Ф 


иктивна дъга 


329 
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формула на Ойлер 130 

фундаментална (базисна) матрица 
на разрязващите множества 71 

фундаментални (базисни) цикли 38 

фундаментални разрези относно 

покриващо дърво Т 40 

фундаментална теорема 217 

/-наситена дъга 296 

/-ненаситена дъга 296 

/-нулева дъга 296 

/-положителна дъга 296 

Хамилтонов граф 

хамилтонов цикъл 118 

хамилтонова верига (път, 

маршрут) 118,409 


характеризация на Вагнер, Хара- 
ри и Тат 


характеризация на Куратовски- 
Нонтрягин 

хипотеза за четирите цвята 
хомеоморфни графи 
хомоморфни модели 
хорда 

хроматичен индекс 
хроматични класове 
хроматично число 


136 

140 

136 

176 

22 

150 

15 

142 


Частен случай на задача 
четна компонента в граф 



278 

96 


( 0 , 1 )-матрици 

2 -хроматичен (бинолярен) граф 


Цвят (букет) 224, 375 

целева функция 

цена (стойност) на преместване на 
единица от поток по дъга 283 


цена (стойност, разходи) 305 

център на граф 353 

циклично ребро 24, 27 

цикломатична матрица (матрица 
на циклите) 57 

цикломатично число на граф 23 

цикъл ц 

циркулации 318 


ч 





Съдържание 


Предговор 

1 Теория на графите. Алгоритмичен подхол 
1.1. Основни понятия в теория на гп.гЬ,™ А 


. п . п тео Рия на Графите . ... с 

1 , . Видове графи. Подграф. 0„ е р а11И и с графи. Дървета. 12 
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23 

23 

26 

32 

41 
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2 . Матрица на съседство. ’ . 51 
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